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1. VECTORES

1.1 SISTEMAS DE UNIDADES :

La Fisica se ocupa casi exclusivamente de cantidades mensurables. Por tanto, es
muy importante saber exactamente qué eslo que se entiende por medida.

MAGNITUD. Es todo aquello que puede ser medido.

MEDIDA. Es la comparacién de una magnitud con otra de la misma especie, que
arbitrariamente se toma como unidad. La magnitud de una cantidad fisica se
expresa mediante un nimero de veces la unidad de medida.

En el estudio de la Fisica se distinguen dos tipos de magnitudes: fundamentales y
derivadas.

* Las magnitudes fundamentales no se definen en términos de otras

magnitudes y dependen del sistema de unidades. En el sistema absoluto, las
magnitudes fundamentales son:

mlmm_

Longitud metro m L

Masa Kilogramo kg M

Tiempo segundo S ye

Temperatura kelvin Ok 5}

Cantidadsubstancia mol mol N
Intensidad luminosa candela cd

Intensidad de corriente amperio A l

* Las magnitudes derivadas se forman mediante la combinacién de las
magnitudes fundamentales. Ejemplos:

ggMAGNITUD | UNIDAD | SIMBOLO L_DIMENSION ___

Velocidad metro/segundo m/s LT

Aceleracion metro/seg’? m/s? L™
Fuerza Newton N MLT*

Densidad kilogramo/metro® kg/m? ML
Energia joule J MLT?

Sistemas de Unidades 7



* Las magnitudes suplementarias son aquellas que no han sido clasificadas
como fundamentales o derivadas.

UNIDAD SIMBOLO

Angulo plano Radian rad o
Sr W

Angulo sélido Estereoradian

SISTEMAS DE UNIDADES

El sistema absoluto esté formado por:

- El sistema MKS (SI): metro, kilogramo, segundo.
- El sistema CGS: centimetro, gramo, segundo.

- El sistema FPS: pie, libra, segundo.

El sistema técnico esta formado por:

- El sistema MKS (europeo): metro, unidad técnica de masa, sequndo.
-El sistema FPS (inglés): pie, slug, segundo.

Prefijos que forman los multiplos del SI:

PREFIJOS SIMBOLO

FACTOR DE MULTIPLICACION

exa E 10° = 1 000 000 000 000 000 000
peta P 10™ = 1 000 000 000 000 000
tera T 10° =1 000 000 000 000

giga G 10° = 1000 000 000

mega M 10° = 1000 000

kilo K 10° = 1000

hecto - 10° —100

deca D 05210

Prefijos que forman los submaltiplos del Si:

-im SIMBOLO FACTOR DE MULTIPLICACION
d

deci 10. =01

centi c 10° =0.01

mili m 10° = 0.001

micro U 10° = 0.000 001

nano n 10° = 0.000 000 001

pico D 10™ — 0.000 000 000 001

femto f 10™ = 0.000 000 000 000 001

ato a 10™ _ 0.000 000 000 000 000 001

8 Sistemas de Unidades



1.2 SISTEMA DE COORDENADAS EN EL PLANO

2°CUADRANTE 1®fCUADRANTE

(-) \ x (+)
7

38r CUADRANTE -/45 CUADRANTE
e ==

El eje horizontal se denomina abscisa o eje de las x. Es positiva a la derecha del
origen, y negativaala izquierda.

El eje vertical se denomina ordenada o eje de las y. Es positiva hacia arriba del
origen, y negativa hacia abagjo.

Estos ejes numéricos perpendiculares dividen el plano en cuatro cuadrantes
ordenados.

La posicién de un punto en el plano queda determinada por un par de nimeros

ordenados (x, y), llamados coordenadas rectangulares, que corresponden a la
interseccién de una abscisa (x) yunaordenada (y).

Reciprocamente, a un par de numeros (x, y) corresponde un punto en el plano, para
elcual xes la abscisa yylaordenada. Ejemplos:

1. Representar la posicién de los siguientes puntos en el plano:

%Y

A (5, 1)
B('4,4) BT ““““
C(2,-4) I it
D (-1, -3) => b L
E (1, 1) L ERBRRRD: 4
F(7,-1) oi [ !
[

Coordenadas 9



2. Determinar qué coordenadas rectangulares representan los siguientes
puntos.

A y
2oqf A (2, 2)
1 A B (-1, 4)
E 4.’---': C ('5v '1)
ORI . 0 IR D (0, -3)
Co----?- ----- + | E (5' -2)
; [ 7 i 'E F (-3, -5)
Fi t
A L

COORDENADAS POLARES. Estan formadas por un eje numérico de

referencia x, denominado eje polar. En un punto de éste se halla el origen
de coordenadas 0, llamado origen o polo.

0
m » x(0%)

0

r

(r.®

La posicion de un punto en el plano queda determinada por un par
ordenado (r.0), donde r es el radio vector y representa la distancia
positiva del origen al punto; y 00 es el dangulo polar y representa la

medida del angulo desde el eje polar hasta el radio vector, en sentido
antihorario.

Ejemplos:

1. Representar la posicién de los siguientes puntos en el plano:

A y
50 ke #

o C 40 km
A (50 km, 120°) "

B (20 km, 330°) = P
C (40 km, 45?) o
D (30 km, 220°) 5500

- X

330 B 20 km

D 30 kn‘T
10 Coordenadas



2. Determinar qué coordenadas polares representan los siguientes puntos:

y
B 15m A

A (10m, 30°)

B (15 m, 130°)
=> C (12 m, 250°)

D (7m, 3159

COORDENADAS GEOGRAFICAS. Estan formadas por dos ejes perpendiculares
entre si. El punto de interseccion de los ejes se considera como el origen de cada

uno de ellos. Estos ejes perpendiculares dividen al plano en los cuatro puntos
cardinales: Norte, Sur, Este y Oeste. AN

0 « » E

vs

El eje horizontal representa el Este (E) a la derecha del origen, y el Oeste (O) a la
izquierda del origen.

El eje vertical representa el Norte (N) hacia arriba del origen, y el Sur (S) hacia abajo
del origen.

La posicién de un punto en el plano queda determinada por un par ordenado
(r, rumbo), donde r representa la distancia positiva del origen hasta el punto, y rumbo
representa la direccion medida a partir del Norte o Sur. Para representar el rumbo,
primero se menciona la palabra Norte o Sur - la que corresponda-, luego el angulo
agudo Yy finalmente la posicion Este u Oeste. Ejemplos:

1. Representar la posicion de los siguientes puntos en el plano: A

y
b 60 [30°g
A (10 m, S40°0) 6m am
B (4 m, N30°E) = T
C (8 m, S20°E) tom /o
D (6 m, N60°0) o) BT
A c

Coordenadas 11



2. Determinar qué coordenadas geogréaficas representan los siguientes puntos:

A (100 km, N40°0)
B (80 km, S O)

C (120 km, N75°E)
D (60 km, S70°E)

B 80 Km

RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS. Un tridngulo rectangulo esta

compuesto de seis elementos: tres lados, dos angulos agudos y un angulo recto. La
suma de los angulos agudos es 90°.

...................... (x.y)

—

0 . "x

En la resolucion de un triangulo es necesario conocer tres de los seis elementos que
lo componen, siempre que al menos uno de ellos sea un lado.

Parala resolucion de triangulos rectangulos se aplica:

a) El Teorema de Pitagoras.
b) Las funciones trigonométricas de un angulo agudo.

a) Teorema de Pitagoras. En todo tridangulo rectangulo, el cuadrado de la medida de
la hipotenusa, es igual a la suma de los cuadrados de las medidas de los catetos:

r’= x% y?
(1.2.1)

12 Coordenadas



b) Principales funciones trigonométricas. En todo triangulo rectangulo las
principales funciones trigonométricas de un angulo agudo son:

Seno senB ordenada cateto opuesto y
radio vector hipotenusa r

Coseno cosH abscisa cateto adyacente X
radio vector hipotenusa r

Tangente tan © ordenada cateto opuesto y
abscisa cateto adyacente X

¢ COORDENADAS TRIANGULO :
| FUNCION | SivE0LO scCrivcuio | FORMULA

1. Eneltriangulo rectangulo ABC, determinar:

a) Bentérminosdea, b:

senB = P_

a

c)aentérminosdec, C:

senC =%
a
c
B SenC
e) bentérminos dec, B:
b
tan B =C—
b=c.tanB

b) bentérminosdea,c:

a=b%+ ¢’
b*= &-¢?

\ 2
b=\a-c¢

d) Centérminosdeb, c:

i -
an C :

f)centérminosdea, C:

c
sen Cz?-
c=a.senC

Coordenadas 13



2. Resolver los triangulos rectangulos:

sen C

a) % y=22 cm 7
28°
7 X
Y
Ccos 28° — 22 cm tan 28° — -
y4 22 cm
z . 22cm X = 22 cm.tan 28°
cos 28°
X =
Z = 24971 cm 11g8a.cm
b) e c=37m
B
d # 6?"“
e -
C

= d*+ ¢

d’= &-¢?

d*= (52m)*-(37m)’

d?= 2704 m?-1369m?

d?*= 1335 n?

d = 36,538m

14 Coordenadas

cosD

X + Y=90°
Y=90°-X
Y= 62°

37m
52 m

C = 45,36°

37m
52 m

D = 44,64°



1. Representar las siguientes coor-
denadas rectangulares en el plano:

A. (43) D.(06) G.(-2-5)
B. (1,-8) E. (50) H. (8,4)
C.(-7-2) F. (34) I (-1,7)

2. Determinar las coordenadas rectan-
gulares que corresponden a los si-
guientes puntos:

3. Sin necesidad de graficar, indicar en
que cuadrante esta situado cada uno de
los puntos siguientes:

R. (12,5) U. (-1,8) X. (-11,-6)

S. (-74) V. (-2-7) Y. (9,-4)

T (4-2) W.(10,3) Z. (-4,9)
4. Representar las siguientes coor-
denadas polares en el plano:

R. (40cm, 75°)  W. (10N, 200°)

S. (20cm, 290°)  X. (35m, 45°)
T. (30cm, 180°) Y. (50m, 245°)
U. (15N, 110°)  Z. (50m, 90°)

V. (25N, 330°)

5. Determinar las coordenadas polares
que correspondan a los siguientes
puntos:

- *>x
¢
Y

p

w f v

7N 9N
25°

70°

——" g :x
30 35°
5N
X 10N 8N Z

Y 4

6. Sin necesidad de graficar, indicar en
qué cuadrante esta situado cada uno de
los puntos siguientes:

R. (90m, 119°)  W. (56N, 94°)
S. (35m,213°) X (91N, 272°)
T. (87m,300°) Y. (113N, 89°)
U. (47m,25°)  Z. (83N, 165°)
V. (63N, 192°)

7. Representar las siguientes coor-
denadas geogréficas en el plano:

R. (12m, SE) U. (7m, $55°0)
S. (8m,N12°0) V. (9m, N80°0)
T. (10m,N35°E)  W. (10cm, N)
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X. (11cm, S10°E) Z. (7cm, S15°0)
Y. (8cm, S)

8. Determinar las coordenadas geogra-
ficas que corresponden a los siguientes
puntos:

Vs

9. Sin necesidad de graficar, indicar en
qué cuadrante esta situado cada uno de
los puntos siguientes:

R. (70km, SE)  W. (29m, $10°0)
S. (45km, N23°0) X. (75m, N73°0)
T. (60km, S80°0) Y. (40cm, N8O°E)
U. (55km, N20°E) Z (89cm, NE)

V. (80m, S35°E)
10.En el tridangulo GHI, hallar:

a) g en términos de I,k
D) i en términos de A.g
c) Gentérminosdeig
d) hen términos de G.g
e) ien términos de G,k
f) Ientérminos de ik

G

11.En el triangulo JKL, hallar;

a) jen términos de L,/

b) ! en terminis de J &

c) Jen términos de j/

d) ken términos de ;!

e) ken términos de j,L

f) [entérminos de k,L
J

K J L
12.En el triangulo MNO, hallar:

a) Men términos de o,m

b) N en términos de o,m

c) nen términos de o,m

d) m en términos de M,n

e) o en términos de N,n

f) oen términos de N.m
M

16 Coordenadas




13.Resolver los siguientes triangulos

rectangulos:

D_J C R
35°
q=73cm
d=10m
42°
B pL] 0
A
A D
D
28°
] 38°
B E C B C
AABCy AECD AABC y ABCD
SiAB=DCy2EC =BC =47cm SiAB =53cm
A A D
Ef740°
90km Zlm
E
— 67
D B C B C
A ABC y AEDB A ABC y AEDC
SiEB =% AB =DB Si EC =4¢

Coordenadas 17




1.3 VECTORES EN EL PLANO

En Fisica, de manera general, se emplean dos tipos de magnitudes: la escalar yla
vectorial.

MAGNITUD ESCALAR. Es la que se define solamente por su valor numerico en un
sistema de unidades seleccionado.

Ejemplos: longitud: 10 m rapidez: 60 km/h
masa: 72 kg tiempo: 8 seg

MAGNITUD VECTORIAL. Es Ia que se define mediante su valor numérico,
direcciony sentido, en un sistema de unidades seleccionado.
Ejemplos: desplazamiento: 10m alnorte  velocidad: 60km/h, S70° 0

fuerza: 77 kgf, 125° aceleracién:(-4i + 6j.)m/s2

Las magnitudes vectoriales se representan graficamente con segmentos
orientados, llamados vectores:

Un vector queda definido por dos puntos: su origen, en el punto A; y el extremo en el
punto B. La longitud representa en una escala seleccionada su valor numérico
(mddulo o magnitud). El &ngulo que forma el vector con el eje de referencia (x) en el
sentido antihorario, representa la direccion, y la saeta del vector representa el

sentido. La recta ab a o largo de la cual esti dirigida el vector, se llama linea de
accién delvector.

Los vectores se representan con una letra mayuscula y una flechita en la parte

~superior (A). El mddulo del vector se representa con la misma letra, pero sin la flecha
(A).

18 Vectores



0O <

1. Representar graficamente los siguientes vectores:

A= (15m al sur)

ﬁN

15m K

!

vS

C =(40 km/h, S70°E)

A

Q=

N

—» E

‘s

40 km/h

-

C

70°

—» E

B = (50 kgf, 140°)

YA

2. Determinar el médulo y direccién de los siguientes vectores:

vs

M = (20 km/s, NO)

B
50 kgf — 140°
—» X
0
D = (28cm;225°)
ﬁy
2250
ﬂo\ g
D
28 cm L
T y
« » X
80°
3m
N

N = (3m, 260°)

Vectores 19



T N Ay
s
500 km - 45° K
0<— 35° > E 45 cm
Q
vs
P = (500 km, N55°E) Q= (45 cm;315°)
CLASES DE VECTORES

Vector libre. Se denomina asi cuando el punto de aplicacion (origen) se traslada a
cualquier punto del espacio, sin alterar el efecto de su accion. Ejemplo: la velocidad

de propagacién de la luzen el vacio.

Vector deslizante. Es aquel en que el punto de aplicacion se traslada a lo largo de
sulinea de accién. Ejemplo: la fuerza aplicada a un sélido rigido.

-
-

Vector fijo. Cuando el punto de aplicacién no tiene movimiento. Ejemplos: el
desplazamiento de un mévil, laintensidad del campo gravitatorio en un punto dado.

O+
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Vectores iguales. Se llaman asi sitienen la misma magnitud, direcciény sentido.

—

A

— >

-

A

—>»

Vector negativo (opuesto de otro dado). Si tiene la misma magnitud, la misma
direccion, pero sentido opuesto.

o4
O

Vectores equivalentes. Son aquellos que, sin ser iguales, producen el mismo
efecto.Ejemplo: una fuerza pequena ubicada a gran distancia del centro en una
balanza de brazos,equilibraa una fuerza grande ubicada a corta distancia.

Vector unitario. Es aquel cuyo modulo es igual a la unidad, y se obtiene dividiendo
el vector por su médulo.

b1

Ua =

>

(1.3.1)

El vector unitario (ua )tiene la misma direccién y sentido que el vector A y no tiene
unidades.

Vector nulo. Es aquel en el cual el origen y extremo coinciden en un mismo punto.
En este caso, sumédulo es igual a cero y carece de direccion y sentido.

DESCOMPOSICION DE UN VECTOREN EL PLANO

Si se coloca el punto inicial del vector A en el origen de un sistema de coordenadas

rectangulares, entonces el vector A queda determinado por las coordenadas
rectangulares (Ax, Ay) del punto final:

4
Yy
k """"""""" | (Ax' AY)
Ay - i
B A
a=0 E
0 . T kK
AXx
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En consecuencia, un vector en el plano se define con un par ordenado A (Ax, Ay),
donde Ax y Ay se llaman componentes del vector A con respecto al sistema de
coordenadas dado. (1.3.2)

Las componentes de un vector son las proyecciones de dicho vector sobre l0s
ejes de coordenadas.

AX

Cos &X = — AX=A.cos (1.3.3)

A
Ay
A

Sen A =

—, Ay =A.sen (1.3.4)

Todo vector se expresa como la suma vectorial de sus componentes.
R ot Ky (1.3.5)

Existen infinidad de sistemas coordenados posibles, de modo gue un mismo vector
tiene diferentes componentes en diferentes sistemas.

De lafigura de la pagina anterior se deduce:

a) Que lamagnitud de un vector en funcion de sus componentes es:

K= A%+ Ay (1.3.6)

A=[AX+ Ay

b) Que la direccion de un vector en funcién de sus componentes, con respecto al eje
X positivo es:

tan 6 =i.

AX
(1.3.7)

De esta manera, se deduce que un vector queda determinado de dos modos:
a) Conociendo sus dos componentes.
b) Conociendo el médulo y un &ngulo con relacién aun eje cualquiera.

i\ngulos Directores. Son aquellos que forman el vector con los ejes positivos xey
del sistema de coordenadas rectangulares, y varian entre 0° y 180°. No existe
convencion para el giro de los angulos directores.
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Los angulos directores en el plano son:

K es el que forma el vector con el eje positivo de las x.
B es el que forma el vector con el eje positivo delasyy.

Larelacion entre componentes y el modulo del vector, se llama cosenodirector.

s cos B =Y (1.3.8)
A A

cos X =

Teniendo en cuenta (1.3.6) y (1.3.8), se deduce:

A= Ax*+ Ay®

A= Kcosa+A cos B

A = A(coso+ cosT )

1 =cos’a + COSZB (1.3.9)

Vectores base o unitarios normalizados Ios vectores unitarios rectangulares del
sistema coordenado rectangular son:

yA
¥ N
Ay
L 4(0,1)
; W S—
- = X
Ax
(1.3.10)
aAyz AY =T y se define como:
Ay
(1.3.11)

i eselvectorunitario en ladireccion positiva del eje x.

j eselvectorunitario en ladireccién positiva del eje .
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De acuerdo con (1.3.5), (1.3.10) y (1.3.11) se deduce la expresion de un vector en
funcion de sus vectores unitarios rectangulares.

A = Ax + Ay
A = Axi + Ay]
(1.3.12)
Aplicando (1.3.1) Y (1.3.12), tenemos:

GA = A

A
oa o A+ AY] Expresiones de un Vector 35

A
A A

Us = cosali + cosBT (1.3.13)

Lo que nos permite concluir que todo vector unitario indica la direccién y el sentido
de un vector. Ejemplos:

1. Las coordenadas de los puntos inicial y final del vector Bson (3,2)my (-5,-2)m
respectivamente. Determinar:

a) Las componentes del vector. d) Los angulos directores.
b) Eimédulo. e) Elvectoren funcidn de los vectores base.
¢) Ladireccion (rumbo). f) El vector unitario.
y ES
a) Bx =x-x,
Bx=(-5-3)m
Bx =-8m
By =y.-y, > X
By =(-2-2)m
By =-4m
b) Bi=Bx"+ By’
B =(-8)+(-4)’
B=8,94m
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c) tan®
tan 6

G

0
0

By
Bx

-4m

-8m

=26,56°
=90° - 26,56
=63,43°

S63,43°0

€  B=Bxi + Byj
B=(8i-4j)m

f) us

>

usg =

B (87-4)m
B ~ 894m
0,895 - 0,447

d) Bx

Cos .=
B
cos X = 8m
8.94m
cos B _ By
B
-4m
COS =
8,94

= (X =1563,49°

= [3=11657°

2. La magnitud de un vector Ces8 cm, y forma un angulo de 35° con el sentido
positivo del eje x. Determinar:

a) Las componentes del vector.
b) La coordenadas del vector.
c¢) Los angulos directores.

a) Cx =C.cos35°
Cx = 8cm. cos 35°

Cx=6,55cm
Cy=C.sen35°
Cy = 8cm.sen35°
Cy=4,58cm '

b) C (6,55; 4,48) cm

C) COS (X =

Cx 6,55cm
C 8 cm

d) El vector en funcion de los vectores base.

e) El vector unitario.

—» X
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| => =55
C 8 cm B
d ¢ =Cxi +Cyj _ €) Uc=cosai + cosBT
C=655i+4,58]

Uc= cos 35°7 + cos 557
Uc= 0,819 | +0,573 ]

3. Dado el vector E =(4i- 717) kgf, determinar:

a) Las componentes rectangulares del vector. d) Ladireccion.
b) Las coordenadas del punto extremo del vector. e) Los angulos directores.
c) El modulo del vector. f) Elvector unitario.

a) Fx = 4kgf

Fy = -7kgf
b) F (4,-7) kgf Ay
C) F:= Fx'+ Fy’ a
F = (4kgf)*+ (-7kgf) 2 ) Fx
F = 8,06kgf <\ »” » X
dtan @ =Y - _ _7Kdf RN
Fx 4kgf Fy i
0 =-60,25° ;
0 = 360°-60,25° |
0 =299,74° Fommmen e
0 = 299,74°- 270°
0 =29,74°
$29,74°E
e cos o =_tX ___4df _ A = 60,24
F 8,06 kgf
cos =Y _ __ Tk - B = 150,28
F 8,06 kgf
f) ur= — kg = 0,496 - 0,868 |
F 8,06 kgf
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4. Elmodulo de unvector G es 12 km y su vector unitario JG= 0,342i- mj?Determinar:

a) Elvalorde m.
b) Losangulosdirectores.

c) Elvectorenfuncién de los vectores base.
d) Las componentes rectangulares del vector

e) Las coordenadas del punto extremo del vector.

f) Ladireccién.

a) Us =0342i-mj
Uc =cosal + cosBT
cos'+ cosf3 = 1
cos3 = 1- cos’x
cos’ = 1- (0,342)°
cos3 =0,940 = m
UG 0342| 09401

b) cosx=0342  cosf3 =-0,940
o =70 3 = 160°

©) G =12 2km (0,3421-0,9407)
G = (4,10i-11,28] )km

d) Gx= 4,10km
Gy= -11,28km

e) G=(4,10;-11,28)km
i dan B Gy -11,28 km

Gx 4.10km

-70,03°

360° -70,03°
289,97°
289,97° - 270°
19,970°

S E

Soqonmnonou

N eoeoDO®D

—

y
< Gx " g
3 G |
GY
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5. El médulo de un vector H es 30m y tiene como angulos directores 0= 65°y
[3 = 155°. Determinar:

a) El vector unitario.

b) El vector en funcion de los vectores base. r
c) Las componentes rectangulares del vector.

d) Las coordenadas del punto extremo del vector.

e) Ladireccion.

a) uw =costi+ cosf3j

>

U = COS 65° + COS 155° ]

Uw=0,4231-0,906] > X

b) H = 30m (0,423 - 0,906 ))
H = (12,69 - 27,18))m

c) Hx = 12.69 m Hy
Hy = 27,18 m

d  H=(12,69; -27,18)m

e) ¢ =90°-65°
o =25°
S25°E

6. El médulo del vector J es 17 cm, y forma un &ngulo de 215° con el eje positivo de las x.
Determinar:

a) Losangulosdirectores.
b) Las componentes rectangulares del vector.

c) Lascoordenadas del punto extremo del vector.
d) Ladireccioén.

e) Elvectorenfuncionde los vectores base.
f) Elvector unitario.

a) X =360°-215° B =215°-90°

A = 145° B =125
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JX

b) cos o =
J
Jx = J. cos X
JX = 17 cm.cos145°
Jx = -13,92 cm
cos 3 = .
J e
Jy = J. cosf
Jy = 17 cm.cos125°
Jy = -9,75 cm
B /\ 215°
»

¢)J (-13,92; -9,75)cm \ J

d) Q=0 gp°
b= 55°
$55° 0

<}

17 cm

e) J=Jx7 +Jy-j’

J = (-13,927-9,75 )em
f) GJ — J
J
> (-13,927-9,75])cm
Uy =

17 cm

Us = -0,8191-0574]
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1. Determinar cudles de los siguientes 5. Un vector R parte del origen y llega

vectores son unitarios: al punto (12,7) cm; determinar:
a) (0,57+0,5])) a) Las componentes rectangulares
b) (0,87 +0,6j) del vector R

c) (0,371-0,929))
d) (0,7i-0,55]))
e) (0,235i-0,972))
f) (-0,3i+0,4]j)

El médulo del vector R
La direccién del vector R
Los angulos directores del vector R

o

a o
N St S Nt

e) El vector en funcién de sus vec-
g) (-0,3317-0,9437) tores base
h) (-0,5i+ 0,866 j) f) El vector unitario

) (-0,7071- 0,707 ) - :
Wi 0T 10 ) 6. Un vector S cuya magnitud es de
2. Determinar los vectores unitarios de 54N y forma un angulo de 213° en

los siguientes vectores: sentido antihorario con el eje positivo en
o Y, determinar:

a) A= (150N, 140°)
b) B = (27N, N37°E) a) Las componentes rectangulares
c) C = (45N, 225°) del vector S
d) D=(-97T+4]j)N b) Las coordenadas del punto externo
e) E = (400N, S25°0) del vector S 3
f) F=(2357-520))m ¢) Los angulos directores del vector S
g) G=(28m, S) d) Elvector en funcién de sus vectores
h) H = (40m, 335°) base
i) TI'=(12m, NO) e) El vector unitario

3. Determinar los &ngulos directores de Zs 182' 5eo| a”g&"(‘:oi:reg:;‘:ed:n“; ‘:?:t)‘;'ef
los siguientes vectores: Y P ]

de -37cm; determinar:
R (4i+8))m W (57N, 280°)
S (5i-9)m X (78N, N29°0)
T (-11i-7))m Y (45N, S7T2°E)
U (120m, 120°) Z (20N, S45°0)
V (45N, 229°)

a) La componente en el eje Y

b) El angulo director

c) El médulo del vector K

d) El vector unitario

e) El vector en funcién de los vectores

4. Determinar los vectores unitarios base

para los vectores opuestos a los descri-  f) El punto extremo del vector

tes; o6l naral anterior. 8. Para el vector A = (-34 7 + 67 j)cm/s;
determinar:

30 Veciores




a) Las componentes rectangulares
del vector

b) El vector en coordenadas polares

c) Elvector en coordenadas geograficas

d) El médulo del vector A

e) Los angulos directores del vector A

11.La componente de un vector B en el
eje X es -27cm, si sus angulos direc-
tores son a=145° y B=125°, determinar:
a) La componente del vector en el
eeY
b) El médulo del vector B

f) El vector unitario

9. Elrumbo de un vector E es S68°E y
el valor de la componente en el eje Xes
87N, determinar;

c) Las coordenadas del punto extremo
del vector B

d) La direccién del vector B

e) El vector en coordenadas polares

a) Los angulos directores

b) La componente en el eje Y

c) El médulo del vector E

d) Las coordenadas en el punto extre-
mo del vector

e) El vector unitario

f) Un vector F de direccién opuesta al
vector E, cuyo médulo es el mismo del
vector E

f) El vector unitario

12.La componente de un vector J en el
eje Y es -45 km y el angulo formado
respecto al eje positivo de X es 207° en
direccion antihoraria, determinar:

a) La componente del vector en el
eje X

b) Los éngulos directores

c) El médulo del vector J

10.El médulo del vector C es 84m y su
direccion esta dada por el vector
unitario Uc = m 7+ n7, el vector C esta
en el primer cuadrante; determinar:

d) Las coordenadas del extremo del
vector

e) El vector en funcion de sus compo-
nentes rectangulares

a) Elvalorde myn, sin=2m

b) Los éangulos directores del vector C
¢) Elvector en funcién de los vectores
base

d) Las componentes rectangulares del
vector C

e) Las coordenadas del punto extremo
del vector C

f) La direccién del vector C

g) El vector unitario

f) El vector unitario

13.El médulo de un vector E es 68cm y
tiene como angulos directores a=115° y
B=25° determinar:;
a) Ladireccidn
b) Las componentes rectangulares
del vector
c) Las coordenadas del punto extre-
mo del vector
d) Elvector en funcién de los vecto-
res base
c) El vector unitario
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1.4 FORMAS DE EXPRESION DE UN VECTOR Y TRANSFORMACIONES

EN FUNCION DE SUMODULO Y ANGULO:

o »

Cuando en el plano se define un vector A con el par ordenado (r,8), esta expresado en
coordenadas polares; r representa el modulo del vector yg el angulo medido desde
el eje polar hasta el vector en sentido antihorario.

Ejemplo: A= (8m, 125°)

a) Conocidas las coordenadas polares de un vector, encontramos las coordenadas
rectangulares (x, y) usando las ecuaciones (1.3.3) y (1.3.4):

.

A = (8m, 125°)
T Ax = A.cos@
y Ax = 8m. cos 125°
___________ Ax = -459 m
| 1 Ay = A. senf
| Ay = 8 m.sen 125°
: A s
! Ay -
E 8m A = (Ax; Ay)
E /-\1 250 .
e > X A = (-4,59; 6,55)m
Ax 0

b) Para la transformacion de coordenadas polares (r,8) en coordenadas geograficas
(r; rumbo), primeramente se define el rumbo, calculando el 4ngulo agudo ¢ que
existe entre el vectory el eje Norte o Sur:
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A
0 =125°-90°
¢ =35°
8m
? \ rumbo: N35°0
o 1025 > E
A = (r, rumbo)
AES A = (8m; N35°0)

¢) Conocidas las coordenadas rectangulares (x, y), expresamos el vector en funcién
de los vectores base por (1.3.12):

Z‘= AXi + AyT

A=(-459i + 6,55 )m

d) Para expresar el vector en funcién de sumdodulo y unitario, primero encontramos el
vector unitario y aplicamos (1 3.1):

DA = A -A = ADA
A — — ~>
U. _ (4,590 + 6,55]) m A =8m (-0,574 i +0,819j)

8m

-e

Us = 05741 +0,819]

EN FUNCION DE SUS COORDENADAS RECTANGULARES:

Cuando en el plano un vector B tie-
I R — (Bx,By) ne como punto inicial el origen de

By E coordenadas (0,0), queda determi-
- 5 nado por las coordenadas rectangu-
B ; lares del extremo (Bx,By), donde
: cada coordenada recibe el nombre
E de componente rectangular.
— >—p X
v Bx
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Ejemplo: B= (-4;-8)m/s:

a) Cuando el vector esta expresado en funcién de sus coordenadas rectangulares, lo

expresamos en funcion de los vectores base:

b) Conocidas las componentes rectangulares Bx = -4 m/s y By = 8 m/s, las

transformamos en coordenadas polares, utilizando (1.3.6)y (1.3.7)

Ay

o BT
o\

-By

o+

B® = Bx’ + By’
B® = (-4 m/s)’ + (-8 m/sf
B =894 m/s
tan B, = By
Bx
tan 0, = s
-4m/s
0, = 63,44°
8 = 180° + 63,44°
0 = 243,44°
B = (r;0)
B = (8,94 m/s; 243,44°)

c) Para transformar las coordenadas polares en coordenadas geogréficas,

primeramente calculamos el rumbo:

ﬁN

O« 243,44%7T°\

¢
8,94 m/s

ovl]

vsS
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O = 270° - 243,44°
0 = 26,56°

rumbo: S26,56°0

= (r, rumbo)

B
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d) La expresién de un vector en funcién de sumédulo y unitario, implica el célculo del
vector unitario.

s B - =S
Uus =T B =B. ug
- 47 8m/s B = 8,94 m/s(-0,447 i - 0,895)
B —
8,94 m/s

—

Us =-0,4477-0,895]

EN FUNCION DELOS VECTORES BASE:

Cuando un vector C en el plano esta definido en la forma Cxi + Cy-j', esta expresado
en funcién de un vector base, donde Cxes la Componente escalar en el eje x; Cy, la

componente escalaren el ejey.
Ejemplo: C = (7i-3j) km.

a) Conocidas las componentes escalares Cx y Cy, expresamos el vector en
coordenadas rectangulares:

Cx = 7km 6 = (Cx, Cy)
Cy = -3km C = (7, -3)km
b) Conocidas las Componentes rectangulares, €xpresamos el vector en coordenadas
polares: ﬁy C:= Ot Cy’ :
C’= (7 km) + (-3 km)
C = 7,62km
Cy
= tan 61 =
6\ T o
5 tan 6, = 3 km
- - i 7 km
-Cy C ; 8, = .23,2°
"""""""""" 0 =360°-232°
g = 336,8°
C=(r0)

C = (7,62km:; 336,8°)
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c) Para transformar las
calculamos el rumbo:

coordenadas polares en coordenadas geograficas,

o = 336,8°-270°
¢ = 66,8°

rumbo: S66,8°E

.

C = (r, rumbo)
C = (7,62; S66,8° E)

d) Para expresar el vector en funcion de su modulo y unitario, calculamos el vector

AN
336,85
0 2TR
¢ 7,62 km
C
vS
unitario:

- C

uc =
C

GC _ (71-3j)km
8,94 km

uc =0,919i-0,394 |

-6 =C. Jc

C =7,62Km(0,919i-0,394 )

EN FUNCION DE SUS COORDENADAS GEOGRAFICAS:

Cuando un vector D, en el plano, esta definido por un par ordenado (r; rumbo), esta
expresado en coordenadas geograficas, donde r representa el modulo del vector;
rumbo, la direccion del mismo, Ejemplo: D = (250km; N25°E)

a) La transformacion de coordenadas geograficas en coordenadas polares, implica

el calculo del angulo©:

O <
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b) De coordenadas polares a coordenadas rectangulares:

tN 250 Kk Dx = D.cos®
____________ m Dx = 250 km. cos 65°
1 : Dx = 105,66 km
Dy b/ Dy =D.sen@
i Dy = 250km. sen 65°
i Dy = 226, 58 km
65° i L
O« = -+ > E B = (Dx, Dy)
- D = (105,66: 226,58) km
vs

c) Decoordenadas rectangulares entérminos de los vectores base:
D = Dxi + Dyj

D = (105,661 + 226,58 | )km

d) Elvectorenfunciénde suméduloy unitario:

l-;D B D B =D.-;J D
D . D =250 Km( 0,423 - 0,906 ]
> (105,66 + 226,58 ]) km

250 km
Uo =0,4231 + 0,906]

EN FUNCION DE SUMODULO Y UNITARIO:

Todo vector es igual al producto del médulo del mismo vector por su unitario
-é =E 'GE

Ejemplo: E = 17kgf (-0,5381 + 0,843])

a) Elvector E entérminos de los vectores base, es igual al producto del médulo por
su unitario:

E = 17kgf(-0,5381 + 0,843 )
E = (9,15i+ 14,33])kgf
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b) La expresion de un vector en funcién de los vectores base, contiene las
componentes rectangulares:

E =(9,151+ 14,33])kgf

Ex =-9,15 kgf
Ey = 14,33 kgf
E = (Ex; Ey)
E = (9.157;14,33]) kgf

c) Para expresar el vector en coordenadas polares, calculamos el angulo @
determinando los 4ngulos directores del vector unitario:

ty ue =(-0538] + 0,843])
Cos (X = -0,538
17 Kgf o =122 55°
E 8 =12255°
B cos B= 0843
B= 3255
a=6 ¥
0 —p X E - (r'e)
E = (17 kgf; 122,557)

d) Lascoordenadas polares de un vector determinan sus coordenadas geograficas.

TN
2 0 = 122,55°- 90°
17 Kgf v = B
A rumbo = N32,55°0
O & oa » E E = (r, umbo)
E = (17kgf; N32,55°0)
vS
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1. Expresar en coordenadas rectangu-
lares los siguientes vectores:

a) A= (157-20])m

b) §= (130N, 125°)

¢) C=(37cm, N37°E) -

d) D=25Kgf (-0,61-0,8))
2. Expresar en coordenadas polares
los siguientes vectores:

a) A= (-147+ 87) Kqf

b) B=(87,91)N

c¢) C=45Kgf (0,707 - 0,707 j)

d) D= (22N, S28°0)
3. Expresar en coordenadas geografi-
cas los siguientes vectores:

a) A= (52,-25)N

b) B= (47N, 245°)

c) C=-32im+21jm

d) D=35cm (0,866 + 0,5))

4. Exprese en funcién de sus médulos
y Vvectores unitarios los siguientes
vectores:

a) A= (44m, 340°)
b) B= (25 km, $S14°0)
c) C=(-21,45)N
d) D= (177+ 9]) Kgf

5. Expresar el vector R= (-13,-27)m en:

a) Coordenadas polares

b) Funcién de los vectores base

c) Coordenadas geogréficas

d) Funcién de su modulo y unitario

6. Expresar el vector
V= (200km, 318°) en:

a) Coordenadas geograficas
b) Coordenadas rectangulares

c) Funcién de los vectores base
d) Funcion de su modulo y unitario

7. Expresar el vector K= (20N,N47°0)
en:

a) Coordenadas polares

b) Coordenadas rectangulares

c) Funcién de su modulo y unitario
d) Funcion de los vectores base

8. Expresar el vector
L=147cm (mi- nj); Si m=3n, en:

a) Coordenadas geograficas

b) Coordenadas polares

c) Coordenadas rectangulares
d) Funcion de los vectores base

9. Expresar el vector
H=(-29i + 35)) m/s en:

a) Coordenadas rectangulares

b) Funcién de su modulo y unitario
c) Coordenadas polares

d) Coordenadas geograficas

10.Expresar el vector
E=(9i+12j) m/s?en:

a) Coordenadas rectangulares

b) Coordenadas polares

c) Coordenadas geograficas

d) Funcién de su modulo y unitario

11. Exprese en funcién de sus vectores
base los siguientes vectores:

a) A= (65km/h, 121°)

b) B= (70N, NE)

c) C=120km (0,8737 - 0,488 7)
d) D=(-13,40) N
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1.5 OPERACIONES CON VECTORES

ADICION DE VECTORES

Dos o mas vectores cualesquiera, Cuya suma sea un cierto vector A, se dice que son
componentes de dicho vector. Silas componentes son mutuamente perpendiculares,
toman el nombre de componentes rectangulares.

METODO DEL PARALELOGRAMO. A partir de un punto cualquiera del plano se
trazan los dos vectores y se forma un paralelogramo. La diagonal del paralelogramo
que va desde el origen al vertice opuesto, representa el vector resultante o suma.
Ejemplo:

>4

(o k]

METODO DEL POLIGONO. A partir de un punto cualquiera del plano se trazan todos
los vectores, uno a continuacién de otro, manteniendo iguales sus médulos y
direcciones. Uniendo el origen del primer vector con el extremo del tiltimo, se obtiene
el vector resultante o suma. Ejemplo:

- é -
/ S .
r D
A _é ’6 s —
K+E+E+D=R
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METODO ALGEBRAICO. Para sumar algebraicamente dos o mas vectores en el
plano, éstos deben estar expresados en funcion de sus vectores base o
componentes. Ejemplo:

En funcion de sus vectores base:

---------------------------------

ooooooo

= (AX + BX +Cx +..)i + (Ay + By + Cy +..) ]
R = Rxi + Ry |, donde: Rx =Ax + Bx + Cx +...
Ry = Ay +By + Cy +...

(1.5.1)
En funcion de sus componentes:
A= (Ax;Ay)
B= (Bx;By)
C= (Cx;Cy)

R+§+6= (AX + Bx +Cx +...; Ay + By + Cy +...)

R = (Rx;Ry)

(1.5.2)

Propiedades de la suma vectorial:

A+B=B+ K Conmutativa

A+ (B+C) =(A+B) +C  Asociativa
m(A+B)=mA+mB Distributiva vectorial
(m + n) 7\ = m;& + nK Distributiva escalar
A+0=A Idéntico aditivo

A+ (A)=0 Inverso aditivo
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EJEMPLOS

1. Encontrar el vector resultante de la suma de los vectores A = (2, 4)myT3 = (67- 3T)m

a) Método Del Paralelogramo. Transformamos los vectores en coordenadas
polares:

>

A= (2,4m = (4,47m; 63,43°)
B = (6i-3)m = (6,71 m; 333,43°)

-
-
-

-
-
-
-
-
S~
-

333,43°

ol 0 i 5
Q

o4

Elmédulode Resla medidade su longitud: R = 8,06 m.
La direccion de R es la medida del angulo9:0 =7,13°.
De donde el vector resultante es:

R = (8,06m;7,13°)

b) Método Del Poligono. Transformamos los vectores en coordenadas polares:
A= (2 4m = (447m; 63,43°)
B =

6i - 3j))m = (6,71 m; 333,43° :
(6i-3)m = ( SOSY e
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El médulo de R es la medida de su longitud: R = 8,06 m..
Ladireccionde Res lamedida del angulo 9:9=7,13°

De donde el vector resultante es:

R = (8,06m;7,13°)

c) Método Algebraico. Enfuncion de sus vectores base:

A= @ + 4)m.
B = (6i - 3j)m.
R
R

= @8 +])m

(8,06m; 7,13°)

En funcién de sus componentes rectangulares:

A = (2, 4m.
B = (6 -3)m.
R =61
R =(@8i +j)m
R = (8,06m; 7,13

2. Encontrar el vector resultante al sumar los vectores C= (20 m/s; 250°),
— (50m/s; N60°0) y E = 30 m/s (0,5381 + 0,843)).

a) Método del paralelogramo. Transformamos los vectores en coordenadas
polares:

= (20 m/s; 250°)

= (50m/siN60°0) = (52 m/s; 150)
E = 30m/s(0,538 | + 0,843 ) = (30m/s; 57,45°)

Operaciones con vectores 43



El médulo de R es la medida de su longitud: R = 46,35 m/s
La direccion de R es la medida del angulo®:0=137,19°
De donde el vector resultante es:

R = (46,35m/s;137,19°

b) Método del poligono. Transformamos los vectores en coordenadas polares:
C = (20 m/s; 250°)

D = (50 m/s; N60°0) = (52 m/s; 150°)

E

= 30m/s(0,538i + 0,843])) = (30m/s: 57,45°)

mi
ol

57,45° 6

o 250° 0
150°

El modulo de R es la medida de su longitud: R = 46,35 m/s
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Ladireccion de ﬁ eslamedidade 8:0 = 137,19°
De donde el vectorresultante es:

R = (46,35m./s; 137,199

C) Método algebraico. Enfuncién de sus vectores base:

C = (20m/s: 250°) = (-6,84i - 18,79)m/s
D = (50m/s; N60°0) = (-43,30 1 + 25,00 ) m/s
E = 30m/s(0,538 i+0,843 ) = (16,14 1+ 25,29)) m/s

R= (-34,001 +315)m/s -
R= (46.35m./s: 137,19°)

Enfuncion de sus componentes rectangulares:

9=(20m/s; 250°) = (-6,84; -18,79) m/s

D=(50m/s; N60°0) - = (-43.30; 25,00) m/s

E=30m/s(0,538i + 0,843)) = (16,14; 25,29)m./s
R = (-34,00; 31,5)m/s
R= (-347 - 31,5}) m/s

R = (46,35 m/s; 137,199

3. Encontrarelvector resultante al sumar los vectores A = (150kgf; 23°),

B = (-350 i+470 j)kgf, C = (-100; -550)kgf y D =(230kgf; S75°E).

a) Método del paralelogramo: expresamos los vectores en coordenadas polares.

A= (150kgf; 23°)

B=(-350i +470)kgf = (586kgf; 126,67°)
C=(-100; -550) kgf = (559,02 kgf; 259,79
D=(230kgf; S75°E) = (230 Kgf; 345°)
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Elmédulo de R es 120,78 kgf.

Ladirecciénde Res: 8 = 222,06°
Y elvector resultantees: R = (120,78 kgf; 222,06°).

b) Método del poligono: expresamos los vectores en coordenadas polares

A = (150 kgf; 23°)

B = (-350i + 470j)kgf = (586kgf; 126,67°)
C = (-100; -550) kgf = (559,02 kgf: 259,7°)
D = (230 kgf; S7T5°E) = (230 Kgf; 345°)

Elmédulo de R es 120,78 kgf.

Ladirecciénde Res:8 = 222,06°
Y elvector resultante es: R = (120,78 kgf; 222,06°).
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c) Método algebraico:

En funcidon de sus vectores base:

(150 kgf; 23°) (138,081 + 58,61j) kgf
(-350i+470j)kgf = (350. + 470 kgt
(-100; -550) kgf (-100] - 550 ) kgf

= (230 kgf; S75°E) (222, 161 - 59 331) kgf

Ot O Wt >4

(-89,761 - 80,92 ]) kgf
(120,85 kgf; 222,04°)

D+ D4
I

Enfuncién de sus componentes rectangulares:

= (150 kgf; 23°) = (138,08; 58,61) kgf
(-350 i+470 j)kgf = (-350; 470)kgf
(-100; -550) kgf (-100; -550) kgf
= (230 kgf; S75°E) (222,16; -59,33) kgf

O+tO+ @Y >4

(-89, 76 -80 92)
(-89, 76 i- 80 921 ) kgf

(120,85 kgf; 222,04°)

o+ D D4
Il

DIFERENCIADE VECTORES

La diferencia de vectores es un caso particular de la suma de vectores. Se define
como la suma de un vector con el negativo de otro:

En consecuencia, todos los métodos de la suma vectorial son aplicables a la
diferencia vectorial.

La diferencia de vectores no cumple la propiedad conmutativa:

A-B £ B -
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EJEMPLOS

1. SiA=(7kgf; 155°) yB = (-3i- 4j)kgf, hallar A-B:

a) Método del paralelogramo: Escribimos los vectores en coordenadas polares
A = (7kgf: 155°)

o+

= (3i-dj)kgf = (5kgf: 233,139

Elmédulo de Res 7,7 kgf.
LadirecciondeRes: 0 = 115°
Y elvectorresultantees: R = (7,7 kgf; 115°).

b) Método del poligono: escribimos los vectores en coordenadas polares:
= (7 kgf; 155°)

-

= (3-4j)kgf = (5kgf: 233,13

m + >4

233,13°

ElmédulodeR es 7,7 kaf.
LadirecciondeRes:0 = 115°

Y el vectorresultante es: R = (7,7 kgf; 115°).
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c¢) Método algebraico:

Enfuncién de los vectores base:

A = (7 kgf; 155°) A = (-634i+296j) kgf
B=(3i4j)kgf B = (3i+4j)
R = (3341 +696)) kf
R = (7,72kgf: 115,64°)

Enfuncion de sus componentes rectangulares:

A = (7 kgf; 155?) A =  (-6,34; 2,96) kgt
A=(634i+296j)kgf B = (3,00;4,00) kqf
B=(3i-4])kgf R = (:3,34:6,96) kgf

B = (-3,00; -4,00) kgf R = (334i+696]) kgl

o
I

(7,72 kgf; 115,64°)

2. i C = (-200; 200) m/s, D = (500 m./s; N70° E) y E = 400m/s (-0,654'i - 0,764 ] ),
hallar C - D - E:

a) Método del paralelogramo: expresamos los vectores en coordenadas polares.

-

C = (-200; 200) m/s = (282,84 m/s; 135°)

o

D = (500 m/s; N10° E) = (500 m/s; 20°)

-

E = 400m/s (-0,645-0,764]) = (400 m/s; 229,84°)

& X
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El médulo de Res 530 m./s.

LadireccibndeRes: © = 140°

Elvectorresultante es: R = (530 m/s; 140°).

b) Métogo del poligono: expresamos los vectores en coordenadas polares:
= (282,84 m/s; 135°)
= (500 m/s ; 20°)

= (400 m/s; 229,84°)

C = (-200; 200) m./s
D = (500 m/s N70°E)

E = 400 m/s (-0,645 | 0,764 ))

El médulo de R es 530 m/s
La direccién de R es:9 = 140°
El vector resultante es: R =

c) Método algebraico:

En funcién de sus vectores base:

C = (-200; 200) m/s
D = (500 m/s ; N70°E)
E = 400m/s (--0,645 i - 0,764 j)

O+

50 Operaciones con vectores

(530 m/s; 140°).

= (2001 +200]) m/s
= (469,851 + 171,01]) m/s
= (-258 | - 305,6]) /s

(200 +.200]) m,/s
(-469,851-171,01]) m/s
=(258|+30561)m/s

= (-411,85 1 + 334,59 ] )m/s
= (530,63 m/s; 140,91°)



En funcién de sus componentes:

-

C = (-200; 200) m/s = (-200; 200) m/s
D = (500 m/s ; N70°E) = (469,85; 171,01) m/s
E = 400m/s (-0,6451-0,764]) = (-258; -305,6) m/s

-

C = (-200; 200) m/s

— D = (-469,85; -171,01) m/s
— E = (258; 305,6) m/s

R = (-411,85; 334,59) m/s
R = (-411,85 + 334,59 ) m/s
R = (530,63 m./s; 140,91°)

MULTIPLICACION DE UN ESCALAR POR UN VECTOR

El producto de un escalar k por un vector7\, es otro vector cuyo médulo es kveces la
longitud del vector A y cuya direccién y sentido coincide con la de A si k > 0; es

opuestoaladeA, sik < 0. Sik = 0, la longitud es igual a cero y el vector se convierte
ennulo.
k veces

A

KA=A+A+A+ e + A

El producto de un escalar k por un vector A, se obtiene multiplicando k por las
componentes de A

KA = k(AXi+Ay])

-

KA = kAXi+ KAy (1.5.4)

Propiedades de la multiplicacion de un escalar por un vector:

a. 7\ = K a Conmutativa
ab.A) = (a.b).A Asociativa

(@a+b).A = a.A+b.A Distributiva escalar
a(ﬁ + E) = aA+aB Distributiva vectorial
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e

1.Sik = 4 y A = (15kgf; 258°), hallark . A:

KA = k (AXi + Ay])

4A = 4(15kgf; 258°)

4A = 4(-3,121 - 14,67 ] )kgf
4A = (12,481 - 58,69 jj kgf
4A = (BOkgf; 258°)

2.Sik=-3y B=(3,-2)m/s, hallark . B:

kB =k (BXi + By])
-3B = -3(3, -2) m/s
3B =-3(31-2])m/s

Ay
258°
% .. %
A
4A
AY
3B
g P X

3B = (:9i + 6))m/s
-3B = (10,82 m./s; 146,31°)

3.Sik =14y C=(60km;N30°E), hallar kC:

kC =k (Cxi + Cy])
% C = % (60km; N30°E)
% C =" (301 + 51,96]) km
% C = (151 + 25,98]) km

B

% C = (30 km; 60°)
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PRODUCTO ESCALAR:

El producto escalar o producto punto de dos vectores, es un escalar igual al producto
de los médulos de los vectores dados, por el coseno del menor angulo que forman
entre si:

B

A

A.B = AB.cos 0 (1.5.5)

El producto escalar se representa intercalando un punto (.) entre los simbolos de los
vectores.

Puesto que cos0° =1,c0s90° =0 y cos 180° = -1, se deduce de (1.5.5) que:

a) El producto escalar de dos vectores paralelos es igual ai producto de sus médulos.
Es positivo si van en el mismo sentido (U=Ug); y negativo, en caso contrario (U= -Uy):

K é = A.B. cos 0° _A.é = A.B.cos 180°
A.B = A.B.(1) AB. = A.B.(-1)
AB=AB AB.=-AB

b) El producto escalar de dos vectores perpendiculares es cero:
A.B = A.B. cos 90°
A.B = A.B.(0)
AB =0

Entonces, el producto escalar de los vectores unitarios rectangulares es:

-

¢) El producto escalar de un vector por si mismo, A . A, es igual al cuadrado de su
modulo:

AA=AA. cos 0°
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AA = AA.(1)
AR =N

d) El producto escalar de dos vectores en funcién de sus vectores base es:

(Axu +ij) (Bx1+ BYJ)

AXBX | . |+AxBy| ]+AyBx1 |+AyByj j

AxBx (1) + AxBy (0) + AyBx (0) + AyBy (1)

A.§ = AxBx + AyBy (1.5.6)

b >
ooy D0+ D04
|

Las propiedades del producto escalarson:
A.B.=B.A. Conmutativa

A.(B + C) = A.E + :&6 Distributiva con relacion a la suma de vectores.
m(A.B) = (mA).B = A.(mB)

Entre |las aplicaciones del producto escalartenemos:

a) Calculo del éqgulo formado por dos vectores:

Ilgualamos las ecuaciones (1.5.5) y (1.5.6):

A.Bcos @ = AxBx + AyBy

S B AxBx + AyBy
A.B
A.B
560 = (1.5.7)
A.B

b) Calculo de la proyeccién de un vector sobre otro:

cos @ = o
B
Ba= B.cos®
Ba= B.cos® .Ux (1.5.8)
As= A.cos@lis (1.5.9)

p-2
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1. Dados el vectorK —

) El producto escalar de AB.

) El angulo formado por A yé

EJEMPLOS

(8i+])kmyel vectorB = (12km; N15°E), calcular

c) La proyeccién de A sobre B

d) La proyeccidn de B sobre A.

V4
B
150
0 A
P i
0
a)A = (81 + ) km

B = (12km; N15°E)

= (3,111 + 11,59 ) km
AB =

AxBx + AyBy
AB = [(8)(3,11) + (1)(11,59)] km?’
A.B. = (24,88 + 11,59 ) ki
AB = 36,47 km®
b) A= (8i+])km = (8,06km:; 7,13°)
A.B 36,47 km? 36,47 km*
cos 9 = = =
A.B (8,06 km)(12km) 96,72 km?
0 = 67,85°
e E 3,117+ 11,597) k 5 -
Up= B - DKM 02597+ 0,966
B 12 km
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7\B= A.cose*uB
As= (8,06 km)(cos67 ,85°)(0,259 1+ 0,966 |)
Ag= (0791 - 294] )km

'

G s SO o o ona i ired]
A 8,06 Km

Ba = B.cosO .ua

Ba = (12km)(cos67.85°)(0,993i + 0,124))

Ba= (4,49 + 0,56 ) km

2. Dado el vector C = (45m; 32°) y el vector D= (-567 + 21T)m, calcular:

a) El producto escalar de 66 c) La proyeccion de 6 sobre D.

b) El angulo formado por 6 y 6 d) La proyeccion de D sobre C.

V4
o C
0
32°
0 > X
a) C = (45m;32°) = (38,161 + 23,85 ) m.
D= (56i+21])
C.D = CxDx + CyDy
C.D = [(38,16)(-56) + (23,85)(21)] m.
C.D =-1636,11 .
b) D = (-56i + 21 ) m = (59,81 m.; 159,44°)
- -» 3 2
sosge 0 o TSBIE o rage
C.D (45m)(59,81m)
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g fom gy LOOLE21)) 0,936 + 0,351
D 59,81 m
Cijr= C.cos® .o

Co = (45m)(cos 127,44°)(-0,9367 + 0,351 )

>

Co = (25,61 1-9,60])m.

q GC= ((:3 _ (32,161 + 23,85 ) m. — 0.848T + O,SSOT

45m

De = D.cos® .uc
Dc = (59,8 m)(cos 127,44%)(0.848 | + 0,530] )

Dc = (-30,831-19,27]) m

PRODUCTO VECTORIAL:

El producto vectorial o producto cruz de dos vectores A y B, es otro vector G cuyo
TéQUlo se obtiene multiplicando los médulos de A y B por el seno del menor angulo
formado entre ellos. Su direccién es perpendicular al plano formado por los vectores
Ay B, y su sentido esta dado por la regla del sacacorchos, que dice: se hace girar el
primer vector de la operacién hacia el segundo, por el camino mas corto, y el sentido
del vector resultante seré el avance radial del sacacorhos.

4y

(sl
b2

Oy

Z

El producto vectorial se representa intercalando el signo (x) entre los simbolos de los
dos vectores:

-

AxB= C (1.5.10)
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Del grafico de la pagina anterior se deduce:

ElmédulodeC = A.B.sen®

La direccién de C es perpendicular al plano AB.

El sentido de C esta dado por laregla del sacacorchos.

Puesto que sen0° =sen180° =0y sen90° = 1.de (1.5.10) se concluye que:

a) El producto vectorial de dos vectores paralelos es nulo (TJA =T18 )
IAx Bl = A.B.sen 0°

A x Bl = A.B(0)
AxBl =0

b) El producto vectorial es maximo cuando los vectores son perpendiculares:
IA x Bl = A.B.sen 90°

A x Bl = AB(1)
ﬁ\xél =A.B

Aumentando a los ejes x, y un eje z perpendicular a ellos, y considerando k como el
vector unitario en dicho eje, el producto vectorial de los vectores unitarios
rectangulares es:

i

- > .
|

X =TXT= X k=0

-

g s S s 5 : 4
En el ciclo |, j, k, el producto vectorial de dos de ellos equivale al que le sigue en el
ciclo:

y
A

A—o
j
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Si se inviene el orden, cambia el signo del resultado:

i xj=k T x1 =%
i xk=1 kxj=4
kxi=] ixk=]

El producto vectorial de un vector por si mismo es cero:

El producto vectorial de dos vectores en funcién de sus vectores base es:

b/

xB = (Ax+i + Ay*j) X (BxT+ By*j)

+

B = AXBX i X | + AxBy TxT + AyBxT Xi+ AyByT x*j

x B = AxBx(0) + AxBy (K) + AyBx (k.) + AyBy/(0)

>+

AxB = A);By-l; - AyBxT<

Ax Ay

-

Kx§= Kk

’

BxBy (1.5.11)

Por tanto, de (1.5.10):
AxB = (AB.sen8) k (1.5.12)
Las propiedades del producto vectorial son:

vel’
>

xB +

>4

X No cumple la propiedad conmutativa.

W+
b1

x B

p-d

Simetria alternada.

X

> -»> >

A x (é + 6) =AxB+ AxC Distributiva con relacién o la suma de vectores.

m(;& X é) = (m7\)x B=Ax (mé)
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Algunas de las aplicaciones del producto vectorial son:
a) Calculo del drea de un paralelogramo:

. Area = base x altura

Area=A.h
Area = A.B.sen®
Area = IA x B

, Ax Ay
= Area = (1.5.13)
A Bx By

sen g = B => h=Bsen
B

b)Calculo del vector velocidad lineal en el movimiento circular:

A >
4 El vector U de un punto que se mueve con
movimiento circular, es igual al producto
. MOV vectorial del vector velocidad angular &
U sk \\ por el vector posicién R.
R
0 .
W
Z
U=LxR= w.R.sen9o°
U= R (1.5.14)

¢) Calculo del vector aceleracién tangencial en el movimiento circular:

A
y
§ / El vector a, de un punto que se mueve con
. movimiento circular, es igual al producto
- £ »x  vectorial del vector aceleracién angular
a -

24 X apor el vector posicién R.

4 =GxR = ©.R.sen9o’

d =a.R (1.5.15)
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d)Calculo del vector aceleracién centripeta en el movimiento circular:
AY

El vector a: de un punto que se mueve con

31 movimiento circular, es igual al producto
= vectorial del vector velocidad angular ¢ por
= " » x elvectorvelocidad lineal ¥ .
ac
Z >
v
a = WXV = w.v.sen 90°
a= W

(1.5.16)

1. Dado el vector A = (60 km/h; S18°0) y el vector B = 50 km/h (:0,458 i + 0,889 ),
hallar;

a) El producto vectorial de 7\ X é y é x7\.
b) El area del paralelogramo formado por los dos vectores.
c) El @ngulo comprendido por los dos vectores

Expresamos los vectores en funcién de sus vectores base:

>

A = (60 k,m/h: S18°0) = (-18,54i - 57,06] )km/h

-

B = 50 km/h (0,458 i+ 0,889]) = (22,91 + 44,45]) km/h

o

—» X

pod}

18°
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- - Ax Ay |- Bx By
a) AxB= k BxA= Kk

Bx By Ax Ay
+ + |-1854 57.06| & v+ |-229 4sa45].
AxB = BxA=

229 44,45 18,54 -57,06

Ax B = (-824,10 -1306,67) k BxA = (1306,67 + 824,10) k
AxB =-2130,77 k BxA= 2.130,77 k

b) Area = IAx Bl
Area = 2130,77 kni/h?

c) IAxBI=AB.sen®

IA x Bl
sen@ =
A.B
2130.77 kni/h?
sen@ =
(60 km/h) (50 km/h)
sen @ = 45,26°

2. Hallar el area del tridngulo cuyos vértices son los puntos: C(4, 4)m, D(-2, -8)m y

E (7, -2)m:
A

C4,4)
VAN

E(7,-2)

D(-2,-8)
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CD=[(4+2)i + (4+8)j]m=(61+ 12]) m.
CE=[(47)i+@+2Im=(37+6])m

Area = 1 ICD x CEI

6 12
-3 6

Area = 1

EJERCICIO N°4

=2 (36 + 36) = 36 m’

1. Sila magnitud de los vectores Fy G 4. Dados los vectores P= (127 - 8 ) m/s

son 40m y 30m respectivamente, deter-
minar:

a) La magnitud maxima del vector re-
sultante de la suma vectorial de F + G

b) La magnitud minima del vector re-

sultante de la suma vectorial de F + G
c) La magnitud del vector resultante

de la suma vectorial en el caso de que

?Y G sean perpendiculares
d) La magnitud maxima del vector re-
sultante de la resta vectorial de F - G

2. Dados los vectores F=47+6] y
G=-61i-j, encontrar

a) El angulo formado por los vectores
b) El area del paralelogramo formado
por los vectores Fy G

c¢) El vector unitario en la direccion
de (F - 2G)

3. Dado el vector Q= (3,-5)m, encontrar:
a) Un vector P perpendicular a Q, de
modo que su médulo seade 17myla
coordenada Y sea positiva
b) El dera del paralelogramo formado
porQyP
c) La proyeccion del vector Q sobre P

Q= (15m/s, 120°), encontrar:
a) P-Q
b) Q+P
c) 32P
d Q-P
e) El angulo formado entre Qy P
) PxQ

S

5. Dados los vectores M= (37,25) m y

N= (41m, 213°), hallar:

a) M+N
b) N-M
c) -2N
d) N« M

e) La proyeccién de N sobre M
f) El area del paralelogramo formado
por los dos vectores

6. Dados los vectores E= 15N(m i + 0,48 )

1= (21N, SE) y F= (12N, 312°), hallar:
a) E+1+F
b) 2/31-3E+5/2F
c) 2/5(F+E)
d) (3l x 2F)
e) La proyeccién de E sobre el vector
resultante de (T + I_f)

f) El angulo comprendido entre los vec-
tores Fy E
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7. Dados los vectores

A=31m/s (0,27 +m]j),

B=(43m/s, 172°)y C= (55, -12)m/s, hallar:
a) A-B+C
b) +A+B-2C
c) El area del paralelogramo formado
por 2A y £ G
d) La proyecci6n de (A + B) sobre C
e) (AxC)+ (AxB)
fy A«(BxC)

8. Tomando en consideracién los vectores
R= (20m, N25°0), S= (151 + 9j)m
T=(30m, 260°) y U= 17m (0,5i -0,866 ),
hallar:

a) $(5)-2R+U

b) 5U-+T+R-2S

c) R*S)+(T-U)

d) (TxU)+(RxS)

e) (3R)+2(T)

“f) La proyeccion de (R + S) sobre (T - U)
g) El area del paralelogramo formado
por (R-T)y (S +U)

EJERCICIO N°4

10.Dados los vectores D = (5km; 63°),
E = (-7;-1)km y F= (4km; S70°E), calcu-
lar:

—_—

a) 2D +E +3F
b) E-D-2F
c) DE
d) D-(ExF)
e)

La proyeccién de E sobre D

f) Elangulo comprendido entre E y F
g) El area del paralelogramo formado
por los vectores Dy E

11. Si la suma de los vectores Ay Bes
2i-4jy su diferencia es 6 -107, encon-
trar el angulo formado por los vectores
A yB

12.Determine las magnitudes de los
vectores Ay B, paraqueA+B+C=0

Y

9. Considere los vectores
A—460m(m i,-0,23 ), B= (81cm 155°)
C=(57cm, N21° E) y D=(-32i-29 im,
determinar:

a) tA+2C-B

b) 2D-3A++C- 2B

c) (3B+%A)+(-C-4D)

d) (D-3C)x (2B +4A)

e) (B+A)+(C-D)

f) (2Ax C)+ (5B x D)

g) Elangulo formado por (D -A) y

(B +C)

37 B

C= 16N
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1.6 VECTOR POSICION RELATIVA

VECTOR POSICION. Para definir la posicion A que ocupa una particula en
movimlento en un tiempo ¢, elegimos un sistema de referencia fijo Oxy, y trazamos el
Vvector ra,que une el origen del sistema de referencia con el punto A.

El vector ra al estar definido por su moédulo r
y su direccién @ conrespecto a los ejes de
referencia, determina la posicién de una
particula respecto a dichos ejes. Este vector se
llama vector posicién.

AY
AL
k W
A \0

Matematicamente el vector posicién ra se expresa por:

(1.6.1)

;;\ =rxT+ryT

—P-X

1. Una persona se encuentra en un punto de coordenadas(-2,4)km con respecto a
una montana. Determinar el vector posicién de la persona respecto de la montana.

?y

P

o £

4

P
P

+
—

— X
M

(-2,4)km
=(-2i+4j)km

2. Un helicéptero se encuentra a125 Km de la torre de control en direccién SI7°E.

Determinar el vector posicién del helicdptero.

AY
L R— M= (125km; S17°E)
125 km TH= (125km; 287°)
ri= (36,55 -119,54j) km
17° H
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VECTOR POSICION RELATIVA. En el vector posicién se utilizé un sistema de
referencia fijo. Existen situaciones en las que se utilizan simultaneamente varios
sistemas de referencia, por 10 que un mismo punto puede tener tantas posiciones
como puntos de referencia se escojan. Si uno de ellos esta ligado a tierra, diremos
que es un sistema de referencia fijo, y los demas seran sistemas mdviles de
referencia. Sin embargo, la elecciéon del sistema de referencia fijo es arbitraria;
cualquier sistema puede designarse fijo y todos los demas, no unidos rigidamente a
éste, se consideran moviles.

Consideremos las particulas Ay B que se mueven en el plano Oxy. Los vectoresra y s
definen sus posiciones con respecto al sistema de referencia en un instantet.

AY
yl
é TBiA + 0
) <P X
19 A :
5 > X

Las posiciones de Ay B se refieren a dos particulas diferentes que se mueven en un
mismo instante y con referencia a un mismo punto.

La posicion de la particula B respecto de la particula A (Fam Jes una cantidad vectorial
porque tiene una magnitud (la distancia entre las dos particulas) y una direccién (8)
conrespecto al. sistema movil Ax'y'.

Enlafiguravemos que el vector s es lasumade los vectores ray FBIA:

s =T + fon (1.6.2)
P, = I =TA (1.6.3)

e =TA -TIs

1. Desde la torre de una iglesia se divisa un automavil en las coordenadas (5; 2km)
y un camién en las coordenadas (1; -3) km. Calcular:

a) La posicion del automavil con respecto al camion.

b) La posicion del camién con respecto al automévil.
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4y
.............. A (5,2)
1> 5
3 x
L A
- C(1,-3)
b) oY
.............. . A(5,2)
I M
- ' —’X
Ici
e
-¥¢ (1,-3)

[-Zvc=f;-f; "
we= (57 + 21) km- (-37) km
= (47 +57) km

- -

frca= fc - FA
rea= (1-87) km - (57 + 2T) km
rea= (-41-57) km

4y
0
B 189 ? —» X
® AN
" 3.8km 459\ 25 km
s A
A= (2.5 km; 315°) = (1.777 -1 .771) km
8= (3.8 km; 198°) = (-3.617-1.17 i) km
e = fh- ra . .
e = (1.777-1.77 )km - (-3.611-1.17] ) km

AB = (5.381-0.60 ] )km
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1. En el reloj de una iglesia el minutero
mide 1,2m y el horero 80cm. determinar
la posicion relativa del extremo del
horero respecto al extremo del
minutero, en las siguientes horas:

a) 10H10 d) 8H20 g) 2H40
b) 12H35 e) 9H10  h) 11HO5
. c) 5H40  f) 6H50 i) 4HOO

2. Una persona vive a 2Km en direc-
cion NE del centro de la ciudad, si para
ir a la tienda mas cercana camina 200m
al este y luego 100 m al sur, determinar:

a) La posicion de la tienda respecto
del centro de la ciudad

b) La posicién de la tienda respecto a

la casa de la persona

c) La distancia en linea recta de la ca-

sa a la tienda

3. Los vertices de un triangulo son los
puntos P1(0,5), P2(2,-1) y P3(3,6), deter-
minar:
a) El valor de los angulos internos del
triangulo
b) El tipo de triangulo en funcién de
sus lados

4. Los vertices de un triangulo son los
puntos A(8,9)m, B(-6,1)m, C(0,-5)m,
determinar:
a) El valor de los angulos internos del
triangulo

b) El area del triangulo ABC

5. Una ciudad esta delimitada por las
rectas que unen los vertices: P(4,5)km,
Q(0,4)km, R(1,1)km, S(5,2)km, determi-
nar:

a) La forma geométrica de la ciudad
b) El area de la ciudad

c) La posicion relativa del punto R res-
pecto del punto P

d) La posicién relativa del punto S res-
pecto del punto R

6. Se tiene las ciudades P, Q y R; deter-
mine la posicion relativa de la ciudad P
respecto a R para los siguientes casos:

a) IP/a (50km; S60°E)y
R/a (70km; NO)

b) IP/a (80km; SO)y
IR7a (25km; N70°0)

c) IPla (65km; N15°0)y
IR/a (90km; S30°0)

d) IP/a (40km; N75°E) y
IR/a (100km; S25°E)

7. Para los casos del ejercicio anterior. Si
se construye una carretera directa en linea
recta desde la ciudad P hacia la ciudad R,
determine el ahorro de combustible para
un auto que consume 1 galén de gasolina
por cada 45km, si se compara el nuevo
camino con la ruta que une las ciudades P
hacia Q y Q hacia R en linea recta.

8. Dados los puntos L(8,-6)m y J(-4,3)m,
determinar:
a) Los vectores posicion de Ly J res-
pecto al origen
b) La posicién relativa de L con res-
pecto a J
c) La distancia entre los puntos Ly J
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9. Lacumbre de la montafia A esta a 3km
del suelo y la cumbre de la montafia B a
2km del suelo. Si las montafias se unen
como indica el siguiente gréfico:

Determinar:
a) La posicion relativa de la cumbre
de la monana B respecto a la cumbre
de la montafa A
b) La longitud del cable para instalar
un teleférico de la cumbre de la mon-
tafia A a la cumbre de la montafia B

10.Las coordenadas de los puntos
inicial y final de un vector E son (5,-2)m
y (-4,7)m respectivamente, determinar:

a) Las componentes rectangulares
del vector E

b) La magnitud del vector E

c) El vector unitario del vector E

11.Un avién de aeromodelismo esta a
(4km, SO) de la torre de control. En ese
momento, su duefio desea impactar en
un blanco que esta ubicado en el punto
(6,-4)km, determinar:

a) La posicién del avién respecto al
blanco

b) La direccién que debe tomar el
avion para logar su proposito.

c) La distancia del avién al blanco.

12.En un aeropuerto, un avién B se halla
parqueado en la posicién (200m; N28°E)
respecto a la torre de control.

En ese instante otro avién A se encuen-
traenla posicién (200m; SO), respecto
a la misma torre de control, determinar:
a) La posicién relativa de B respecto
de A
b) La distancia que existe entre los
dos aviones

13.Un bote tiene 2 motores fuera de
borda. El primer motor impulsa al bote en
direccién NO con una velocidad de 20m/s,
el segundo motor impulsa al bote en di-
reccion N25°E con una velocidad de
15m/s, determinar:

a) La velocidad resultante del bote

en magnitud y direccién

b) El vector unitario del vector veloci-

dad resultante

c) Los angulos directores del vecto

velocidad resultante '

14.Una mesa de billar tiene las siguientes
dimensiones:

q\ IBL g Cr> T
oiom(]1 3
G S L) l

a) La posicion relativa de la buchaca
F respecto a la buchaca A

b) La posicién relativa de la buchaca
C respecto a la buchaca E

c) El angulo formado por
vectores EAy EC

d) La posicién relativa de una bola
ubicada en el punto Q respecto a la
buchaca D

e) La proyeccién del vector AE sobre
AQ

los
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1.7 EVALUACION OBIJETIVA

COMPLETAR:

-1. El producto escalar deT. Tes

2. Elvector es aquel cuyo modulo es la unidad.

3. Cuando dos o mas vectores tienen igual modulo, direcciény sentido se dice que

son

4. Al par ordenado (r,8) se lo denomina coordenadas

5. Cuando el punto de aplicacién de un vector se traslada a lo largo de su linea de

accion, el vector se llama

6. es todo aquello que puede ser medido.

7. El producto vectorial deTxTes

8.0y B son losdenominados angulos

8. Vectores un orientado

10. Cuando las componentes de un vector son perpendiculares entre si, se llaman

11. El producto entre dos vectores cumple con la

propiedad conmutativa.

12. El vector unitario se obtiene dividiendo el vector por

13. El producto vectorial deTxfes
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14.En el sistema de coordenadas rectangulares. al eje de las y se le denomina

15. Todo vector es igual al producto de su médulo por

16. Magnitudes son las que se forman mediante la

combinacion de las magnitudes fundamentales.

17. Elvector unitario determinala de un vectordado.
18. El producto vectorial de dos vectores esO.
19. Elproducto escalardelosvectores esigual al

producto de sus modulos.

20. El producto de dos vectores es un escalar.

ESCRIBIR VERDADERO (V) O FALSO(F) :
1. El producto vectorial no cumple con la propiedad conmutativa ..., ()

2. El vector posicion tiene como punto inicial el origen del sistema

A RO OIIONRN cccassconsaicacmsssosussissdisssea R B i it ()
3. Lavelocidady el desplazamiento son magnitudes escalares ... ()
4. Lalongitud de un segmento orientado, representa la direccidn del vector......... ()
5. El producto punto de dos vectores €S otroVeCtor ... ()
6. El producto punto no cumple con la propiedad conmMUEativa w.....coeessesseenns ()
7.Elproducto (cruz) dedosvectoresesotrovector,... ... . ()
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8. En el sistema de coordenadas rectangulares, al eje de las x se le denomina

Bje e IaS OTHBNAARS i e e ieeepmeeessereemmmmeremeemsres e (

9. Cuando el punto de aplicacion de un vector no debe moverse, el vector

S€ HAMB NUIO ..o snnressee e cessessssssssssssesesssesssessssssssssseessssesesssseesesssesssseeesssesssons (
10. El producto de un escalar por un vector €S UN VECOT .o (
11. El producto vectorial cumple con la propiedad conmutativa.......ooooooo, (

12. Todo vector puede expresarse como la suma vectorial de sus componentes  (

13. El vector posicion relativa se refiere a una particula en dos tiempos diferentes (

14. EI producto @SCAIAN e T. [ €5 1 oo (
15. Al par ordenado (r, rumbo) se le denomina coordenadas geograficas ... (
16. Ladiferencia de vectores no cumple con la propiedad conmutativa (
17. El producto escalar de un vector por simiSmo €S0 .......e.eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeoeoeeoeoeooseesosnen (
18. Lasuma de vectores cumple con la propiedad conmutativa ... (
19. Magnitudes fundamentales son las que no se definen en términos de otras .
TVENCTPIRUIREINT 1o0nnmomsoonossos oot ohsc b A s (
20. El producto escalar de dos vectores paralelos es igual al producto de sus
FESPECHVOS MOTUIOS ... et (
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SUBRAYAR LA RESPUESTA CORRECTA:

1. El producto escalar de dos vectores 6. El producto cruz de dos vectores

perpendiculares es: paralelos es:

a) otro vector a)0

b)0 b) i

c) 1 C)j

d) ninguna de las respuestas anteriores d)k

2. Elvector posicion relativa se refiere a: 7. Es una magnitud vectorial:

a) Dos particulas diferentes en un mismo a) Eltiempo.

tiempo. b) La velocidad.
b) Dos particulas diferentes en dos c¢)Lamasa.
tiempos diferentes. d) La distancia.

¢) Una particula en un mismo tiempo.
d) Una particula en dos tiempos diferentes. 8) Magnitudes escalares son aquellas
. que tienen:
3. El producto vectorialdeixies:
a) Magnitud. direccién y sentido.

a) Nulo b) Magnitud
b) 1 c) Direcciony sentido.
c) Maximo d) Ninguna de las respuestas anteriores
d) k
= 9. El producto vectorial es maximo
4. Elproducto puntodej.ies: cuando los vectores son:
a) Nulo a) Perpendiculares.
b) 1 b) Paralelos.
¢) Maximo c) Iguales.
d) -k d) Negativos.
5.1 ,Tson vectores: 10. Es una magnitud escalar:
a) Ilguales a) El desplazamiento.
b) Paralelos b) La velocidad.
c)Unitarios c) La posicion.
d) Negativos d) Ladistancia.
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11. El angulo director que forma el vector

con el eje positivo de las y se denomina:

a) Alfa

b) Beta

c) Gamma
d) Teta

12. El valor de cada angulo director de un
vector, varia entre:

a) 0°y 360°

b) 0°y 180°

c) 0°y90°

d) Ninguna de las respuestas anteriores.

13. Al par ordenado (r, 8) se denomina,

coordenadas:

a) Rectangulares
b) Geograficas
c) Polares

d) Espaciales

- -

14.El productovectorialdejxies:

a) Nulo
b) 1

c)
d) -

PR Y |

15. El producto cruz de un vector por si
mismo es:

a) Nulo

b) 1

c) Maximo
d) -k

74 Evaluacion

16. El producto escalar de-} .Tes:

a) Nulo
b)
c) k
d) -k

‘_L

17. El producto punto de dos vectores
paralelos y de sentido contrario es:

a)o

b) Positivo
c) Negativo
d)k

18. Lalongitud del segmento orientado,
representa:

a) El médulo del vector.

b) La direcciony el sentido del vector.
c) Elmdéduloy el sentido del vector.
d) Elmoduloy la direccion del vector.

19. El vector unitario de un vector dado,
determina:

a) El médulo del vector.

b) La direccion del vector.

c) EIméduloy direccién del vector.

d) Ninguna de las respuestas anteriores

20. Cuando el punto de aplicacion de un
vector se traslada a cualquier punto del
plano sin alterar el efecto de su accidn,
elvector se llama:

a) Libre

b) Deslizante
c) Fijo
d)Nulo



CINEMATICA

NOCION DE CINEMATICA. Todas las cosas del mundo fisico estan en movimiento:
desde las mas grandes hasta las mas pequenas. Este fenémeno ha despertado un
interes natural en el hombre, desde el inicio, por entenderlo, predecirlo y controlarlo.

DEFINICION. La Cinemaética analiza el movimiento y lo representa en términos de
relaciones fundamentales. En este estudio no se toman en cuenta las causas que lo
generan, sino el movimiento en si mismo.

PARTICULA. En el estudio del movimiento, un cuerpo es considerado como una
particula si sus dimensiones son despreciables en relacién con las magnitudes de las
distancias analizadas. Por ejemplo, una pelota de fGtbol en relacién con la cancha, un
avion en relacién con un vuelo entre dos ciudades, etc.

Geometricamente, una particula asocia la idea de un punto, por lo que generalmente
se le denomina punto material o masa puntual.

'SISTEMA DE REFERENCIA. Es un cuerpo (particula) que, junto a un sistema de
coordenadas, permite determinar la ubicacién de otro cuerpo, en un instante dado.
La descripcion del movimiento depende del sistema de referencia con respecto al
cual se le defina. En cada andlisis el sistema de referencia se considera fijo. De
manera general, se hacen los estudios tomando como referencia latierra, o sea, para
un observador inmdvil en |la superficie de la tierra.

VECTOR DESPLAZAMIENTO (4r). Es la variacion que experimenta el vector posi-
cion de una particula, en un cierto intervalo de tiempo  t:

ty P(to)

T

/ P(tf) Ar=r-1,:

> X de aqui:

(2.1.1)
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r=F +4&r Estaeslaecuacion que representa el objetivo del estudio de la Cinematica:
poder determinar cual es la posicion (T) de una particula en cualquier instante, paralo
cual es necesario conocer de donde parti6 () y cudl es su desplazamiento (AT).

UNIDADES. El desplazamiento es una magnitud vectorial, cuyas unidades son las de
una longitud:

T-To=AT . :
En el SI: , Equivalencias: { m = 100 cm

[m] - [m] = [m]

E lT' s p. -F - ?o - A—.r D H . —r - —
n el Tecnico: (m] - [m] = [m.] imensiones: Ar=7 -
[Ar]=[L-L]
[A1] = [L]
En el CGS: T-To=AT

[cm] - [em] = [cm]

En funcién del vector posicién, se puede definir lo que significa el reposo vy el
movimiento de una particula:

Reposo.- Una particula esta en reposo durante un cierto intervalo de tiempo, cuando
Su posicion ( r) permanece constante dentro de un mismo sistema de referencia.

Movimiento.- Una pamcula estd en movimiento durante un cierto intervalo de
tiempo, cuando su posicién ( r) cambia dentro de un mismo sistema de referencia.

TRAYECTORIA. Es la linea que resulta de unir las diferentes posiciones que ocupd
una particula al moverse de un lugar a otro. .

Ay

Trayectoria

Posiciones

_}x
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DISTANCIA RECORRIDA (d).Esla longitud medida sobre la trayectoria recorrida por
la particula al moverse de una posicién a otra. Es conveniente aclarar que la distancia
recorrida entre dos puntos, si depende de la trayectoria, a diferencia de lo que sucede
con el desplazamiento, que es independiente de ésta y s6lo depende de la posicién
inicial y de la posicién final:

PZ_ i< 5= X\ _DISTANCIA
Mo Q

1. Parair de una ciudad a otra, un vehiculo recorre por carreteras rectas.
Primero (42 km; N15°E), luego (46| + 46 j) kmy finalmente (80 km; 20°).
Determinar:

a) Los desplazamientos realizados.

b) Los vectores posicién de cada punto.
c) Eldesplazamiento total realizado.
d) Elmd6dulo del desplazamiento.
e) La distancia recorrida.

a) AT = (42 km; N15°E) = (42 km; 75°) = (10,871 + 40,57]) km
AF2 = (46 T+ 46 ) km
AFs = (80km; 20°) = (75,181 + 27,36 ]) km
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b)Afi=T - To

% = (10,871 + 40,57 j) km

ATe=Tra -Ts
= (461 + 46 ) km + (10,87 i + 40,57 ) km
% = (56,87 | + 86.57]) km

ATs =Tc -To _
-ﬁ: =At: + e . &
= (75,181 + 27,36 j)km + (56,87 1 + 86,57 jkm
%= (132,051 + 113,93 ) km

= Ar+ &g + A8
[(10,871 + 40,57]) + (461 + 46) + (75,181 + 27,36 ))] km
AT = (132,051 + 113,93]) km

d) ar* = [(132,05)° + (113,93)°]
Ar = 174,41 km

c)Ar
NG

e) di= Ari= 42 km
d. =Ar =V(46) + (46)" km = 65,05 km
da =An = 80km
d = d1 + dz + da
d = 42 km + 65,05 km + 80 km
d = 187,05 km.

VELOCIDAD (7 ). Es la relacién que se establece entre el desplazamiento realizado
por la particulay el intervalo de tiempo en que se efectud;

—
- - Ty

=

zlz*
—

V=

—

o

(2.1.2)

Si el intervalo de tiempo ( At ) es apreciablemente mayor que cero (At >>0), la
velocidad anteriormente definida se denomina velocidad media:

- Ar .
Vm At siAt>>0

(2.1.3)

Definida asi, la velocidad no tiene mayor significado fisico. De manera general,
interesa saber qué sucede en cada instante, por lo que si el intervalo de tiempo se toma

cada vez mas pequefo, como para que sea casi cero (tienda a cero), la velocidad se
aproximara a un valor limite.
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A esta velocidad se la denomina velocidad instantanea. Matematicamente, la
velocidad instantanea se define como:

>
Q.
> . Ar e
vV, =7 = lim AY so -
At-0 R
BrQ g
p 4 / Q
- e / r _”
,’ R
)’ A[,' Q
i’O ,”III ,/’
v ”
VAT S
,’/’ -
/:'lr" ?f
s
',
t"’
—P X
0

Al disminuir el valor de At, Q se aproxima a P y en el limite cuando At - 0, Q

practicamente coincide con P Portanto, PQ = Ar toca en un punto tangencialmente a
latrayectoria.

Unidades. La velocidad es una magnitud vectorial, cuyas unidades son las de una
longitud divididas por las de tiempo:

En el SI: Equivalencia:
al - 3 1 [ = 100 [—-Cm
At S S
1
[m] m — [km]
& m | _ ., 100
[s] S T = 4
S 1
=
En el técnico: - . 3600
ar 3 -
At 1|—| =36 [L”l
. h
[m] =[ m ] Dimensiones:
[s] S = AT
EnelCGS: 4, » at
=)
[T]
[cm] _[ cm]
[s] s [V]= [LT7]
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RAPIDEZ (v ). Es la relacién que se establece entre la distancia recorrida por la
particula, al. moverse de una posicién a otra, y el intervalo de tiempo en que se realizé:

d
ot (2.1.5)

1 =

SiAt>>0,tomael nombrede rapidez media.

Siinteresa la rapidez que tiene en cadainstante la particula, hay que encontrar el limite
al. cual se aproxima la rapidez media cuando el intervalo de tiempo tiende a cero:

d
At-+0
Larapidez instantanea es, ademas, igual al médulo de la velocidad instantanea:

Vi=7T lim

(2.1.6)

'Ui=|’5i|

EJEMPLO

Un avion de pasajeros vuela rectilingamgnte (450km; 17°) en 25 min ,Luego, (180km:;
N 18°0) en 12miny, finaimente, (-285 i - 43 j)kmen 20 min. Determinar:

a) Los desplazamientos realizados. ¢) Lavelocidad mediaen cada desplazamiento.
b) La distancia total recorrida. d) La rapidez media en cada desplazamiento.

a)  Ari= (450km; 17°) = (430,347 + 131,57) km R
&, = (180 km; NI8*0) = (180 km; 108°) = (-55,62i + 171,19 ) km
KT, = (-2851-43]) km
b) d: =Ar d: =Ar:
d: = 450 km d, = 180 km

d = An =\(-285) + (-43fkm
ds = 288,23 km

d = d-_ + dz + d3
d = 450 km + 180 km + 288,23 km
d = 918,23 km

80 Definiciones Generales



Q) T A1 __ (430,341 +131,57]) km _ (430,341 + 131,57]) km

Aty 25 min 0,42 h

Ui =(1024,62 1 + 313,26 j) km/h

G A2 (55621 +171,19]) km _ (55,621 + 171,19]) km

At2 12 min 0,2h

Une =(-278,10 | + 855,95 ] ) km/h

- W I (285'i - 43} ) km (-285 i - 43 | ) km
A3 20 min 0.33 h

Ums = (-863,64 i - 130,30 ] ) km/h

o) iy Bl o AB0MM 4RO g g
At1 25 min 0,42 h
Vo = d1 _ 180 km _ 180 km — 900 km/h
A1 12 min 0,2h
S di _ 28823 km - 288,23 km = 873.42 km/h
At 20 min 0,33 h

ACELERACION (a). Es la relacion que se establece entre la variacion de la velocidad
que experimenta una particulay el tiempo en que se realizé tal variacién:

_ Aw V- Vo

At t-to (2.1.7)

SiAt>>0, sedenominaaceleracion media:

-> Av
_ 2.1.8
a v ( )

Laaceleracion tiene lamisma direccion y sentido que el vector cambio de velocidad
L
AV
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Para calcular la aceleracion instantanea, hay que tomar intervalos de tiempo tan
pequenos como para que tiendan a cero, y tendremos:

AV
At =0 (2.1.9)

—> =3 .
a=a =I|m

La aceleracion mide los cambios que experimenta el vector velocidad en el transcurso

del tiempo, pero la velocidad - por ser un vector - puede cambiar en médulo vy, o,
direccion.

El -|cambioen mddulo del vector velocidad, determina la aceleracion tangencial o lineal
(@), cuyadireccion es tangente alatrayectoria.

El cambio en la direccién del vector velocidad, determina la aceleracién normal o
centripeta (&c), cuya direccién es perpendicular a la velocidad y esta dirigida hacia el
centro de latrayectoria.

El cambio en mddulo y direccion del vector velocidad, determina la aceleracién total
(a) cuyadireccion dependera de la aceleracién tangencial y centripeta:

Ya
> U
0 o
i (2.1.10)

Unidades. La aceleracion es una magnitud vectorial, cuyas unidades son las de una
variacion de velocidad divididas por las de tiempo:

-

En el SI: A s EnelCGS:  Av
At At

I
o 4

[m/s] m [cm/s] _ ©m
[s] s* [s] s?
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En el Técnico: =2a
At
[m./s] m
[s] s*
Equivalencias: 1 _m_ e HHH o
S‘ 82
1
m 100 i k
1 === = 1 ={2080
s 1 x
=zt [
12960000
Dimensiones: 3 =_2V
At
@=Lt
[T]
[a]l= [LT"]

. Unvehiculo aumenta su velocidad de (16 i- 21j) m/sa (-32i-26]) m/sen8s.

Determinar:

a) El vector unitario de la velocidad inicial.
b) El vector unitario de la velocidad final.
c) La aceleracién media producida por el motor.

a) Vo= (161-21j) m/s

= (26,40m/; 307,3°)
Vo

(16i-21))m/s  _0,60671-0,795]
Vo

26,40 m/s
(41,23 m/s; 219,09°)

+
Uwo

b)V = (-32-26]) m/s

v
v

(32i-26) m/s  _.07761-0,631]
41,23 m/s

Uy
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a-_-U'V

At
= _ (32i-26)) m/s- (161 -21)) m/s
8s
= (481-5))m/s
8s
4= (6i-0,625) m/s

2. Un mévil cuya aceleracién constante es de (1,41i+ 1,96 j ) m/s; alcanza una
velocidad de

(951 -48])) km/h en 18 s. Determinar:

a) El vector unitario de la aceleracion.
b) El vector unitario de la velocidad final.
C) La velocudad que tuvo a los 3 segundos.

a) a= (1,41 T+ 1 ,96 j) m/s’= (2,41m/s? 54,27°)
Go= 2 —_(1411-196{)m/s’ _o584i+0,812]
a 2,41 m/s’

b) U = (95 | - 48)) km/h = (106,44 km/h;333,2°) = (29,57 m/s; 333,2°) =
= (26,41-13,33]) m/s

=Y _ (26,41-13,33]) m/s ~0,893 i + 0,451
vV 29,57 m/s

= (26,41-13,33]) m/s- (1,411 + 1,96]) m/s*(18-3) s
Vo = (26,4i-13,33])m/s-(1,41i+ 1,96]) m/s(15s).
(

= (26,41-13.33) )m/s - (21,151 + 29,4))m/s
Vo = (5,257- 42,73-j') m/s
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1. Un insecto se mueve rectilinea-
mente 8cm al Este, luego 12cm al NE y
finalmante 5cm al Sur; determinar:

a) Los desplazamientos realizados.
b) El desplazamiento total realizado.
c) El médulo del desplazamiento
total.

d) La distancia total recorrida.

2. Comenzando en el origen de
coordenadas se hacen los siguientes
desplazamientos en el plano XY: 45mm
en la direccién Y (-); 30 mm en la di-
reccion X (-) y 76mm a 200°, todos en
linea recta; determinar:

a) Los desplazamientos realizados.
b) Los vectores posicidon en cada
punto.

c) El desplazamiento total realizado.
d) El mddulo del desplazamiento.

e) La distancia recorrida.

3. Un auto parte a las 7h00 de una
ciudad A (-85;204)km y la lectura de su
odometro es 10235 km, viaja rectilinea-
mente hacia B (123;347) km y llega a
las 11h10; determinar:

a) Los vectores posicién de cada
ciudad.

b) El desplazamiento realizado.

c) La lectura del odémetro cuando
llega a B.

d) La velocidad media.

e) La velocidad media con la que de-

EJERCICIO N°6

beria regresar de inmediato por la
misma ruta para llegar a las 14h15.

4. Dos aviones parten del mismo
puntc, el uno viaja a (865 km; 15°) hasta
Ay el otro vuela (-505 i + 253 j)km hasta
B en 2 horas en linea recta; determinar:

a) Los vectores posicion de los
puntos Ay B.

b) Los desplazamientos realizados
por cada avion.

c) La velocidad media de cada avion.
d) La rapidez media de cada avion.
e) La velocidad media a la que
deberia viajar un avién desde A hasta
B para tardar 3 horas en linea recta.

5. Una particula cuya velocidad era de
(121 + 15 j)m/s se detiene en 20s por
una ruta rectilinea; determinar:

a) El médulo de la velocidad inicial.
b) El vector unitario de la velocidad
inicial.

c) El vector velocidad final.

d) La aceleracion media de la
particula.

6. Un moévil que viaja con una aceler-
acion constante, cambia su velocidad
de (-21i- 18 j)m/s a (24m/s; S30°E); en
10s determinar:

a) Los vectores unitarios de la veloci-

dad inicial y final.

b) La aceleracién media.
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2.2 MOVIMIENTOS RECTILINEOS

CLASIFICACION DE LOS MOVIMIENTOS. Los pardmetros en funcion de los cuales
se realiza la clasificacion de los movimientos pueden ser: la forma de la trayectoria y
las caracteristicas del vector velocidad en funcion del tiempo.

De acuerdo con la trayectoria, los movimientos se clasifican en:

4
Rectilineo
Trayectoria . i
y Parabdlico
Curvilineo { circular
Eliptico, etc.

De acuerdo con las caracteristicas del vector velocidad, los movimientos se clasifican
en:

.
a) lgual acero (reposo).
Constante
b) Diferente de cero.
Vector .
Velocidad 3 r
Variable a) Médulo variable y direccion constante.
W b) Médulo constante y direccion variable.
i c¢) Médulo y direccion variable.
\

Casos particulares de movimiento. Los movimientos méas importantes, y cuyas
caracteristicas se estudiaran, son: rectilineos, parabdlicos y circulares.

MOVIMIENTOS RECTILINEOS. Son aquellos cuya trayectoria es una linea recta y el
vector velocidad permanece constante en direccion, pero su médulo puede variar. Es
importante recordar que la velocidad instantanea es tangente a la trayectoria, por lo
que el vector velocidad puede variar en direccion si la trayectoria es curvilinea; si es
rectilinea, permanece constante.

Los movimientos rectilineos se clasifican, entonces, segin varie o no el modulo del
vector velocidad: si se mantiene constante, el movimiento se denomina rectilineo
uniforme (MRU); si varfa, se llama movimiento rectilineo variado (MRV). De este ultimo
solo se analizara el caso en que la variacion sea constante, uniforme; o sea, el
movimiento rectilineo uniformemente variado (MRUV).
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Como hemos visto, la velocidad en el movimiento rectilineo sélo puede variar en
médulo. Por tanto, la aceleracién Gnicamente puede ser tangencial, ya que la
aceleracién normal se genera cuando la velocidad cambia de direccion.

R (2.2.1)

El desplazamiento tendra la misma direccion y el mismo sentido (u opuestos) que la
velocidad y aceleracion (U Ar =+ Uv + Ua) Por ello, para facilitar el analisis de estos
movimientos,generalmente se hace coincidir un eje de referencia (x o y) con la
direccién de la trayectoria.

MOVIMIENTO RECTILINEO UNIFORME (MRU). El de un moévil en el que la
velocidad (1) permanece constante en médulo, direccién y sentido.

-

> A
V= : = cte.
At
AT = V.At
T =T +0.At

Si se hace coincidir el eje x con la direccién del movimiento, y se toma un tiempo t al.
interior del intervalo At donde ¥ es constante, se tendra:

= + V.
e (2.2.2)

Ax =v.t
Se ha eliminado la notacién vectorial porque todos los vectores tienen la misma
direccion (mismo unitario).

La aceleracion esta definida por:

g Av % .
a= Tt_ ,pero como v es constante, entonces Av =0y
a= 0, es decir que en el MRU la aceleracion es nula.

La ecuacion (2.2.2) se enuncia generalmente como una propiedad del MRU.
afirmando que una particula con dicho movimiento, recorre distancias iguales en
tiempos iguales.
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Para obtener una vision réapida de la forma en que varian las componentes de la
posicion ()de la velocidad (¥) y de la aceleracion (a ) de un cuerpo durante su
movimiento, conviene representar graficamente estas magnitudes; ademas, en
muchos casos la informacién de las caracteristicas del movimiento viene dada en
forma de graficos. Porello, es importante saber interpretarlos.

En los graficos se toma siempre el tiempo a lo largo del eje horizontal, y las otras
magnitudes alo largo del eje vertical.

Grafico componente de la posici6n vs. tiempo (r x t). En el MRU la posicién de un
cuerpo en funcion del tiempo esta definida por r = n+ ., lo que significa que la
posicion es proporcional al tiempo y, por lo tanto, su representacion gréafica es una
recta cuya inclinacion depende del médulo de la velocidad (rapidez).

r1, rz2

ro

rs

e e

—
n
L S
w

to t1

Enelintervalo to<t < t:, la curva indica que el cuerpo cambia proporcionalmente de
posicion en el sentido positivo del eje x.

Enelintervaloti<t< t; la curva es paralela al eje del tiempo e indica una situacién en la
que el cuerpo no tiene movimiento, ya que no existe cambio de posicién (Ar-=0)

Enelintervalo t:<t< t:, lacurvaindica que el cuerpo cambia proporcionalmente de
posicion en sentido contrario al eje x (regresa).

Un grafico posicién vs tiempo, relaciona directamente a la componente de la posicion

y al tiempo. La magnitud no mostrada directamente es la rapidez, que esta
representada porla pendiente de la curva:

ro

[ [ Seonhpassassines

e e ———

1 » t

to t

~
»n
—
w
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En el intervalo t,<t <t-, la pendiente representa la rapidez del cuerpo en el sentido
positivo del ejex:

Mm-ro AT
mi=tag X = = = Vi= cte.
g t1- to At
Enelintervalo t.<t <t: |a pendiente indica que el cuerpo estuvo en reposo, ya que su
rapidez es cero:

r2 - T Arz 0
mz = - — = = U
t2-t4 Atz At; 0 2

En el intervalo t.< t<t; la pendiente representa la rapidez del cuerpo en sentido
contrario al ejex:

- AT
m3=tag¢ -T2 _ _An

fa- B Ats

=.Us= cte, porque i< rz

Como la pendiente representa el valor de la componente de la rapidez, a mayor
pendiente mayor rapidez.

Grafico componente de la rapidez vs. tiempo (v xt). En el MRU la velocidad no varia
con el tiempo; por estarazon, la grafica de la componente de la velocidad es una recta

paralela al eje deltiempo.

v
+

. M=K

|

0

2= K

to t1

En el intervalo t.<t <t: la curva indica que el cuerpo tiene una rapidez constante,
positiva: por lo que se mueve en el sentido positivo del eje x.

Enelintervalo t,<t <t lacurvaindica que el cuerpo tiene rapidez nula, lo que significa
que no tiene movimiento.

En el intervalo t.< t<t. , la curva indica que el cuerpo tiene una rapidez constante,
negativa. Se mueve en el sentido negativo del eje x.

Una gréafica rapidez vs. tiempo, relaciona directamente a la componente de la rapidez
y al tiempo. La magnitud no mostrada directamente es el mddulo del desplazamiento,

representado por el area comprendida entre la curva de la grafica y la escala del
tiempo:
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V1=K
]
APIL
e ta 2
——
3= K

Enelintervalo <t <t: el drearepresenta la distancia recorrida por el cuerpo en el
sentido positivo del eje x:

Ar =1 (ti - to)

Enelintervalo t <t <t, , no existe area. Significa que no existe distancia recorrida por
el cuerpo:

Ar =V, (t2- 1) = O(t.- t:) =0

En el intervalo t:< t<1s | el 4rea representa la distancia recorrida por el cuerpo en
sentido negativo del eje x:

Ars =vs(t - 12)

Si se realiza la suma algebraica de las areas, considerando positivas las que estan

sobre el eje de los tiempos, y negativas las que estan por debajo, obtendremos el
mdodulo del desplazamiento en el intervalo t<t <t-

Si se efectla la suma geométrica de las areas, considerando Ar:, Ars positivos,
obtendremos el valor de la distancia total recorrida en el intervalo te<t <tr

1. Una particula se desplaza (-4§i + 617') km, con velocidad constante, durante 48 min.
Determinar:

a) Lavelocidad en kh/h. c) El vector unitario de la velocidad.
b) Larapidezenm/s. d) El vector unitario del desplazamiento.
a) Ar =1 .At
T At _ _(4571+61))km _ (451 + 61])km
At 48 min 0,8 h

ci
I

(-56,25 1 + 76,25 ] ) km/h

90 Movimiento Rectilineo Uniforme



b) ¥ = (-56,25 i + 76,25 | ) km/h
U = (94,753 km/h; 126,42°)
v = 94,753 km/h
vV = 26,32 m/s
» 7 -56,25 i + 76,25 ) km/h s -
o= L _ | ) vy =(-0,594 i + 0,805 ] )
v 94,753 km/h

d) A1 = (451 + 61]) km = (75,8 km; 126,42°)

v

(-451 + 61]) km
75,8 km

A
A

-

= =(-0,594 1 + 0,805])

-~

2. Una particula que se mueve con una velocidad constante de (657+ 52 7‘) km/h, llega
al punto (35; 17) km en 3 horas. Determinar:

a) La posicion que tenia la particulaent = 1 hora.
b) El desplazamiento realizado desdet = 1 hhasta t=3h.
c) Ladistanciarecorrida en el intervalo anterior.

a)r=r +v(t)
—F():"—F -_"i)’At % s
To= (8574 17] )km - (65 i+ 52] )km/h.2h
fo= (351 + 17] )km - (1307 + 104 )km
To= (-951 - 87} ) km

b) A—.l’ = ?- —’o

AT =(351 + 17]) km - (-95i - 87 ) km
Ar =(1307 +104]) km
c) Ar = (166,48 km; 38,66°)

A
Ar= 166,48 km

3. La grafica representa la posicién de una particula en funcion del tiempo. Si la
trayectoria es rectilinea, determinar:

a)La posicioninicial.
b) La rapidez en el viaje de ida.
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c) En qué posicidn y cuénto tiempo permanecié en reposo.
d) La rapidez en el viaje de regreso.
e) La posicién final.

R S i s nWeenr=-r o)
0 T 2 3 4 & & th
a) A 200 km del origen.
b) v, = fezh __400km-200km _ 200km  _ oo
- 1, 2h - Oh 2h

¢) La particula permaneci6 en reposo durante 1 hora en el kilémetro 400, porque
su curva es paralela al eje del tiempo.

d) Vs = h-R _ 100km -400 km _ -300 km

t- L 6h - 3h 3h
e) A 100 km del origen.

= -100km/h

4. La grafica representa la velocidad de una particula en funcién del tiempo. Si la
trayectoria es rectilinea, determinar:

a) La distancia que recorrié a la ida. ¢) El médulo del desplazamiento.
b) La distancia que recorrié al regreso. d) La distancia total recorrida.
A
U (m/s) V4
25 4+ _
20+ U2 E |
151 W 5
10 = 3 E
5 ] 5
! ' | : : 2
0 T2 3 4 5 & 1 18 19 "te
-5 1 5 : :
-10 5| 5
vs
49 T
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a) An =v1.Ah AR =V2At2 Al =V3At3 Al = Ata

An =10m/s . 2s Ar=15m/s.1s ArB =5m/s. 1s Ar =25 m/s . 2s
Arn =20m Arz=15m A =5m Arr =50 m
distancia a la ida=90 m
b) A =usAts Al =UsAte
Ars =-10 m/s . 2s Ats =-15m/s . 1s
Als =-20m Als =-15m

distancia al regreso=35m

C) Ar = Arr + Arz2 + ATtz + Ars +Ars +Ars
Ar =20m +15m + 5m + 50m-20m - 15m
Ar =55 m

d d = An + Ar2 + Ara  + Ars +ATs +Ars
d =20m +15m + 5m + 50m + 20m + 15m
d=125m

5. Desde un mismo punto parten dos méviles con una rapidez constante de 72 km/h y
14 m/s respectivamente. Si el segundo sale 15 minutos antes que el primero,
determinar analitica y graficamente la distancia que los separda las 4 horas de haber
salido el primero.

a) Sillevan la misma direccion y sentido.
b) Sillevan la misma direccion, pero sentido contrario.

a) Solucion analitica:

V1= 72 km/h Vz = 14 m/s = 50,4 km/h
At1 = 4h Ate=4h +0,25h=425h
1 d1
*’_ ____________________________________________
e B s e _Ad
V2 d:

Hallamos la distancla recorrida por cada mévil y restamos:

di=V1At d2 = V24t; Ad=d -dz
di= 72 km/h . 4h d2 = 50,4 km/h. 4,25 h Ad= 288 km-214,2 km
di= 288km dz = 214,2 km Ad=73,8km '
Solucion grafica:
A U (kmin)

80+ Ad=d: -d:

Zgj” E Ad = (72km/h.4h) - (50,4km/h.4,25h)

50 ' Ad =288 km-214,2 km

401 Ad=738km

304
201
10+
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d2 i
Hallamos la distancia recorrida para cada mévil y sumamos:
Solucién analitica:
di= V1. At ch="12.At2 d =d1+ d2
di=72 km/h. 4 h d2=50,4 km/h. 4,25 h d = 288 km + 214,2 km
di= 288 km de= 214,2 km d = 502,2 km
Solucidn gréfica:
AV (km/n)
o)
jgj: Ad =d1+ d2
l d
o 1 Ad = (72 km/h.4h) + (50,4 km/h.4,25 h)
i s> 1) Ad=288km + 214,2km
"'01‘ Ad = 502,2 km
20+
e ! d2
40+
-50

6. Dos puntos A y B estén separados por una distancia de 800 m. Desde A parte un
movil que tarda 25 segundos en llegar a B. Simultaneamente y desde B parte otro
movil que tarda 20 segundos en llegar a A. Si las trayectorias son rectilineas, hallar
analitica y graficamente dénde y cuando se encuentran.

) X C 800 m-x :
I & 1
A — »— < * B
1 800 m 2
Solucion analitica:
Calculamos las velocidades:
d = V1. At d =124t
1_)1: -i. U2= d
At Ato
25s 20s
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Se encontraran en un punto C situado entre Ay B. EImavil uno recorre x, mientras que
el movil dos recorre 800m - x:

movil uno: movil dos:

X =V1.4AL (1) 800m - x =v2.At (2)
Sistema de dos ecuaciones con dos incognitas:
X = 800m-12.4t (2
X =X
V1.At =800 m - v2. &

V1At +V2 At =800 m

32 m/s.At+ 40 m/s.At =800 m

72m/s.At =800 m

800 m
72 m/s

At =

= 11,11 s ( cuando)

(1) x =v1. At
X=32m/s.11,11s
X = 355,56m (donde)

Se encuentran en un punto situado a 355,56 mde A yalos 11,11 sde haber partido.

Solucioén grafica:

800
700 t
600 T
500 t
i oA e -
300 t
200 t

100 T

t t(s)
12

7. Dos puntos Ay B estan separados 30 km. Desde A parte hacia B un mévil con una
rapidez constante de 25 km/h. Una hora después y desde B parte otro mévil con el
mismo sentido de Ay con una velocidad constante de 18 km/h. Determinar analiticay
graficamente déndey cuando se encuentran.

: v B 2
A® > 30 km L g > e C

30 km + x

T

il
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Solucion analitica:

Como llevan un mismo sentido, se encuentran en un punto C a x distancia de B y
(30 km + x) de A. A sale una hora antes y estara moviéndose (At + 1 h) Y B estara
moviéndose At.

movil A: movil B:

30 km + x =v,( At+ 1h) (1) X =V2.At (2)

Sistema de dos ecuaciones con dos incognitas:
(1) x =wvyat+1h) -30km
X =X
V1(At +1h ) - 30km = vaat
25km/haAt + 25km/h.1h - 30 km = 18 km/h. At
25km/hAt -18km/h.1th = 30 km-25 km
7km/h. At = 5km

At = o S 0,714 h ( cuando)

7km/h

(2) x =72 At
x =18 km/h .0,174h
X = 12,85 km (donde)

Se encuentran en punto situadoa 12,85 kmde By alas 1,714 h de haber partido A.

t(h)
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1. Si un vehiculo se mueve de la
ciudad A(-35, 50)km a la ciudad B(-25,
-45)km en linea recta y con rapidez
constante en 2 horas; determinar:

a) El desplazamiento realizado.

b) La velocidad media.

c) El desplazamiento durante los
primeros 40 minutos de viaje.

2. Dos autos A,B se mueven por carre-
teras rectas horizontales con velocidades
constantes de modo que al instante t=0
sus posiciones son (-40i+207) y
(15i-30))km y al instante t=10s sus
posiciones son (-20i) y (-10j)km
respectivamente; determinar:

a) El desplazamiento de
vehiculo durante ese intervalo
b) La velocidad media de cada
vehiculo.

c¢) La velocidad de A respecto a B.

cada

3. Un tren cuya velocidad es 60 i km/h,
pasa por un tunel recto de 400m de
largo y desde que penetra la maquina
hasta que sale el ultimo vagén demora
30s; determinar:

a) El desplazamiento del tren en 30,
60 y 90 (s).
b) La longitud del tren.

4. Una particula parte del punto (25,-
20)m y moviéndose rectilineamente
llega al punto (-6,-30)m con una rapidez
constante de 40km/h; determinar:

a) La velocidad empleada

b) El tiempo empleado

c) El punto al que llegaria si continta

moviéndose por 10s mas.

5. Un deportista se desplaza 1000 i km
por una ruta rectilinea, parte en moto y
parte en Dbicicleta, sabiendo que las
velocidades han sido 120i km/h en
moto y 40i km/h en bicicleta y que el
tiempo empleado ha sido 10 horas:
determinar:

a) La velocidad media durante las 10
horas.

b) El desplazamiento en moto.

c) Eltiempo que recorrié en bicicleta.

6. Una particula se mueve de acuerdo
al grafico posicion - tiempo:

40
301
201

10

Determinar:
a) La posicion inicial.
b) La rapidez en cada tramo del
viaje.
c) El tiempo que permanecid en
reposo.
d) La posicién cuando t=35(s).
e) Cuando la particula estd a 20m
del origen y cuando esta en el origen.
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igual a 2m/s; determinar:
a) La velocidad en cada tramo

b) El tiempo que demora en recorrer

cada lado

c) El desplazamiento y la distancia
recorrida cuando ha llegado a la

esquina opuesta a la que partio.

d) El tiempo minimo que demoraria
en llegar a la esquina opuesta cami-

nando a esa misma rapidez.

8. Dos vehiculos cuyas velocidades
son 10i km/h y 12j km/h se cruzan y
siguen su camino sin cambiar sus

respectivas direcciones; determinar:

a) El desplazamiento realizado por

cada vehiculo al cabo de 6 horas.

b) La distancia que los separa al

cabo de 6 horas.

c) En qué tiempo desde que se
cruzan estaran a 100km de distancia.

9. Dos puntos A y B estan separados
80m. Desde A parte hacia B un movil
con una rapidez constante de 3m/s.
Cinco segundos después y desde B
parte otro mévil con la misma direccion
y sentido que el primero y con una

rapidez constante de 2m/s; determinar:

a) Analitica y graficamente cuando y

dénde se encuentran.

b) En qué tiempo la distancia que los

separa es nuevamente 80m.

7. Una persona parte de la esquina
(0,0) de una cancha de futbol que mide
100m x 60m y camina primero por
detras del arco Sur, lado que se hace
coincidir con el eje X (+), hacia el Este y
continia su recorrido bordeando todo
su perimetro a una rapidez constante

10.Dos autos A y B parten simultanea-
mente, A con una velocidad de 53 i km/h
y B con una velocidad de 32i km/h, si
los autos se encuentran al cabo de 2,4
horas; determinar:

a) La distancia que los separaba
inicialmente.

b) El tiempo en que A llega al punto
donde parti6 B.

c) El tiempo que demoraria B en
llegar al punto de partida de A, supo-
niendo que en el instante en que se
encuentran B invierte el sentido.

11. Dos automdyviles viajan en la misma
ruta rectilinea y estan a 134km de
distancia, si el mas rapido viaja a
63km/h; determinar:

a) La rapidez del mas lento, si los
dos viajan en el mismo sentido y se
encuentrana al cabo de 3 horas.

b) Dénde y cuando se encuentran si
los dos viajan en sentido contrario y
con la rapidez dada para el mas
rapido y la obtenida en el punto ante-
rior para el otro.

12.Dos puntos Ay B estan en la misma
horizontal, desde A parte hacia B un
mévil con una rapidez constante de
2m/s y 5 minutos después parte desde
B hacia A otro movil a 10km/h, siAy B
distan 3km; determinar:

a) Analiticamente, dénde y cuando
se encuentran.

b) Graficamente, dénde y cuando se
encuentran.
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MOVIMIENTO RECTII.iNEO UNIFORMEMENTE VARIADO (MRUV). Es el de un
movil cuya aceleracién () permanece constante en moduloy direccién:

-

T =cte —=> AU= aAt

Sise hace coincidir el eje x con la direccién del movimiento, se tendra:

Vs = Vu+ a..At 0 simplemente;
V=7 +a.t (2.2.3)

Si representamos graficamente la expresion anterior, tendremos el diagrama rapidez
vs. tiempo , el cual nos permite calcular, como en el MRU, el valor de la componente

del desplazamiento, determinando el 4rea comprendida entre la curva y el eje de los
tiempos:

v 4
o B3 - ,
R
0 | | t 4
Ar = area del trapecio
Ar = semisuma de sus bases por la altura
Ar = vozv ] t:pero V= V. + at
r 2
Ar=v9+vo+at]t =2U°t+at
2 2
Ar= vt + % at? (2.2.4)
Fr=ro+wt + % at’ (2.2.5)

Si se despeja el tiempo (t) en la ecuacién (2.2.3) y se reemplaza en la ecuacion
(2.2.4), se obtiene:

Ar= Vst + % at?

Movimiento Rectilineo Uniformemente Variado 99



2
Af:”ov -‘v’+1/2a [u]
a a

- 2 2 s 2
Ap=2e¥ - W7, V-2V fon
a 2a

2a.Ar= 20 -2V2 +V2 - 220, + V.2

Za.Al‘ = 'Uz - voz

V2= V& + 2aAr (2.2.6)
La velocidad media en funcién de las velocidades inicial y final en este movimiento es:

“BL+v
e (2.2.7)

vm =

Las ecuaciones (2.2.3), (2.2.4), (2.2.6) y (2.2.7) son las relaciones fundamentales
que permiten analizar el MRUV.

Gréfico de la componente de la posicion vs. tiempo (r x t). En un MRUV es una

parabola, porque la ecuacion que relaciona estas magnitudeses: r =r, +ut +'2at?
re

o

pteh -

> t

0 1

A partir de este gréfico se puede determinar la rapidez, calculando la pendiente de la
recta tangente a la parabola en el punto considerado y el eje de los tiempos.

Gréfico de la compollente de la velocidad vs. tiempo (v x t). En un MRUV es una
recta,porque la velocidad es proporcional al tiempo: V = U, + at
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En este grafico la aceleracién esté representada por la pendiente de larecta:

m=tag & = X2- W =_8& _ 5 —cte
t‘-'to At

En el MRUV la rapidez varia y seglin ésta aumente o disminuya, el movimiento es
acelerado o retardado, respectivamente.

En un gréfico vxt, podemos calcular el médulo del desplazamiento (Ar)realizado por
el movil, determinando el area comprendida entre lacurvay el eje de los tiempos:

Ar =area del trapecio ( Ot A1)+ area del triangulo (. t: A)+ area del tridngulo (t, Bt.)
AT =An +AL +An

Grafico de la componente de la aceleracién vs. tiempo (a x t). En el MRUV la
aceleracion es constante y su representacién grafica es una recta paralela al eje de
los tiempos:

a4 a>0

o
Lrog
I i
of
~

b -

a<0

Vectorialmente, si la velocidad y la aceleracion tienen la misma direccion y sentido, el

movimiento es acelerado (v =Ua ); si sus sentidos son opuestos, el movimiento es
retardado odesacelerado (v =-Ua ).

Enlas ecuaciones o en los graficos se identifica si el movimiento es acelerado, cuando
los signos de la velocidad y la aceleracién son iguales (los dos positivos o los dos
negativos). Silos signos son contrarios, el movimiento es retardado.

Un caso imponante de los MRUV lo constituye la CAIDA LIBRE, que es un movimiento
vertical de un cuerpo dirigido hacia abajo, cuya aceleracion, causada por la atraccién

de la Tierra, permanece constante. Dicha aceleracién se llama aceleracién de Ila
gravedad y su valor es de aproximadamente 9.8 m/s?6 980 cm/s

Vectorialmente: 5 = (-9.87) m/s’ = (-9807) cm/s.
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1. Un movil arranca y después de 2 min de moverse por una trayectoria recta, adquiere
una velocidad de (49i - 57j) km/h. Determinar:

a) Laaceleracion producida. d) El desplazamiento realizado.
b) La velocidad media. e) Ladistanciarecorrida.
c) Larapidez media.

At=2m_ip=_]203 " <
= (49 1- 57 ) km/h = (13,61i- 15,83j) m/s

D
a) V=3, + at
a

s B BB - 1EBRT W aa T i e
t 190 s (0,113i-0,132j) m/s
-~ D4 (13,61i-1583]) m/s

=(6,81-7,92]) m/s

b) Vm= )

c) Un=(6,81-7,92)) m/s = (10,44m/s;310,659 —> Um = 10,44m/s

0
d) Ar =v/*¥ +Vzaf
At =2 (0,113i- 0,132]) m/$’ (14400<)
Ar = (813,61-950,4]) m
e) AT =(813,61-950,4]) m = (1251,08 m; 310,65°)
Ar =1251,08 m
2. Cuando la velocidad de un automdvil animado de movimiento rectilineo es

(11i+16j) m/s, se le comunica una aceleracion de médulo 6 m/s en sentido opuesto al
de la velocidad durante 10 s. Determinar:

a) El desplazamiento realizado. c) Lavelocidad media
b) La distancia recorrida. d) La velocidad final del automovil.
Datos:

V= (-11i+ 167)m/s = (19,42 m/s; 124,51°)

a=-6 m/s . .
a = (-6 m/s*; 124,51°) = (3,4 i- 4,94]) m/s?
At =10s
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= Vot +‘/zat
= (-11 i+ 161) m/s (10 s) +‘/z(3 4|4941) m/s’ (100)s’
= (110|+ 1601)m + (1701-247])

= (60 1- 877)m
b) Calcularﬂnos paraqueéetiempo v = 0

/1?'=’UO+ at

-V, _ -19.42m/s
a -6 m/¢’

E 2y By '>+

ti= = 3,24 s
ti = tiempo de ida con movimiento retardado

=10s-3,24s
t. = 6,76 s (tiempo de regreso con movimiento acelerado)

. Vo _— ts V=0
Ar-.

vV t2
— 4 TVo=0
Arz

Ar=An +Ar: 0

Ar= st +veat) + (VA +yzat)

Ar=[(19,42 m/s) (3,24 5) + ' (-6m/s) (10,58")] + [1a(6m/S) (45,7 &)]
Ar = [62,92 m-31,5m] + [137,10m]

Ar =168,52 m
©) ,_ _AT _ (B0i+87j)m —(6T+.877)m/s
At 10s jr
d) 6 =17o+ gt
U =(-111+ 16])m/s + (3,47-4,947) m/s*(10s)
U=(1171+ 16] m/s + (3,471-4,947) m/s
UV =(231+ 33,4])m/s

3. Un movil parte del reposo y cuando ha recorrido 120 m con movimiento rectilineo,
tiene unavelocidad de (-18i- 16 j)m/s. Determinar:

a) Su aceleracion. d) El tiempo transcurrido.
b) La velocidad media. e) El desplazamiento realizado.
c) Larapidez media.
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= (-1871- 16] )m/s = (24,08m/s; 221,63°)

a) Uz:yod 2aAr

v°_ _ (24,08 m/s)’

a= = = 242

2T 2(120m) /s
a = (2,42 m/s’ 221,63°)
a=(-18i-1,61])m/s?

. A% (-187-16])m/s
VRS 2

= (-9 i BT)m/s

) Vu=(9i-8)m/s = (12,04 m/s;221,63°) => Un= 12,04 m/s

) Wt om Af - 8F . TOM . 5g5.
At Vn 12,04 m/s

€)  Ar= (120:221,63°) = (-89,69 - 79,72 )m

4. En_una carretera recta, un movil parte del reposo con una aceleracion de
(1, 1271-1,656 j)m/s que mantiene durante 30 s; después se mueve 2 minutos con
velocidad constante y finalmente aplica los frenos con una desaceleracion de

(-2,24i + 3,312])m/s hasta que se detiene. Determinar:

a) El espacio total recorrido. c) Eltiempo total empleado.
b) El desplazamiento total realizado.

Datos:
vo = > -
&= (1,121-1,656)) m/s" = (2 m/s; 304,07°)
Ati= 30 s

At;=2 min = 120 s

Uz— constante

&= (2,241 + 3,312]) m/s’ = (-4 m/s’; 304,07°)
Vai=(

104 Movimienio Rectilineo Uniformemente Variado



a) Dividimos todo el movimiento en tres intervalos:

= |} : Il : il ==
‘Uo'-O a :. V2 V2=k E’Uz -as E
' > - »- ) Va=0
Ars Ar2 Ara
Intervalo | (movimiento acelerado):
0

A r1=% + 2 a1t2 V2=V-+ ast

A =" (2m/s')(900 s) V2= (2m/s%)30s

Anrn=900m V.= 60m/s
Intervalo Il (movimiento uniforme):

Ar: =2, t-= (60m/s) 120 s = 7200 m
Intervalo Ill (movimiento retardado):

3 0,2 -(60 m/s)’

YU+ 2aAl =>  An= - = 450m
2as 2(-4m/s)

Ar=An +Ar:z +Anr

Ar = 900m +7200m +450m

Ar = 8550m
b) At = (8550m: 304,07°) = (4789,76 i- 7082,42))m

0 -'Ug £33 60 m/S
c) V=12 + aspts = At:= = =158

) /' 3 as -4m/s’®

tT= At + At +Ata

tt=30s + 120s + 15s

=165s

5. Dos mdviles, Ay B, parten simultaneamente desde un mismo punto con movimiento
rectilineo y con la misma direccion y sentido. A parte con una rapidez de 5 m/s y una
aceleracion de (0, 21 + 0,98 1) m/s’ y B con unarapidez de 10 m/s y una aceleracion de
(0, 04i + 0,196 ]) m/s” ¢Dénde y cuando se encuentran?

Datos:

VA= 5 m/s

da= (0,21 + 0,98) m/s’ = (1 m/s’ ; 78,47°)

vs= 10 m/s

ds= (0,047 + 0,196))m/s =

(0,2 m/s’; 78,47°)
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Los dos moviles recorren hasta el punto de encuentro C, Armetrosent segundos:

Va
—

Ar

At

Vs >

Ara= Ars
Ust+Veaut =Vst + Y2 aet dividimos la igualdad por t:
Va +V2a:t =Vs + 2ast
Vaadk -2 agt =Us -Va
t("2ax-% asg) =Vs -Us

Vs -Va =10 m/s -5 m/s
Yzas-2as 0,5 m/s*- 0,1 m/s®

= 12,5 s de haber salido.

CalculamosAr, reemplazando el valordet = 12,5 s:
Ar =VUat + Laat’
Ar =(5m/s) (12,5 s) +'2(1 m/s’) (156,25 §°)
Ar=62,56m+ 78,13 m
Ar =140,63 m del punto de partida.

6. Dos particulas Ay B se mueven de acuerdo con el siguiente graficovx -t alo largo

de una trayectoria rectilinea. Si las dos particulas parten del origenent =20
determinar:

>t (s)

a) Eltipo de movimiento de la particula en cadaintervalo de tiempo.

b) La distancia entre las dos particulas después de 20 y 40 s de haberse iniciado el
movimiento.

c) Dondey cuando se encontraran. Solucién analitica, solucién gréfica.
d) El grafico ax -t de cada una de las particulas.
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a) Particula A:

0(s) <t <10(s)
MRU porque la curva es paralela al eje del tiempo.
a=0

10(s) < t<20(s)
MRUV retardado porque la velocidad va disminuyendo en valor absoluto.

a= LSl = 1,5 m/s; la aceleracion tiene signo contrario a la velocidad.
10s
20 (s) <t<60(s)

MRUV acelerado porque la velocidad va aumentando en valor absoluto.

a= Ll = 1,5 m/s; la aceleracion tiene el mismo signo de la velocidad
40 s
Particula B:

O(s) <t < 20(s)
MRUV retardado porque la velocidad va disminuyendo en valor absoluto.

-20 m/s
a=

2 .z . . . .
= -1 m/s; la aceleracion tiene signo contrario a la velocidad.
20 s

20 (s) <t<40(s)
MRUV acelerado porque la velocidad va aumentando en valor absoluto.

-20 m/s
a=

2 .y ‘ . g .
= -1 m/s; la aceleracion tiene el mismo signo de la velocidad.
20s

40 (s) <t <60(s)
MRU porque la curva es paralela al eje del tiempo.
a=0

b)Parat=20s
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(A) Calculamos el area del trapecio:

Al 2032105 (-15m/s) = -225m

(B) Calculamos el area del triangulo:
Ars = 2(20 s) (20m/s) = 200m
ATae=A A +AT=
A= 2254200

Arse= 425m
Para t=40s
Va Vs
P A SR <+ $ s Sin e aa :
s DS n =
e e e e e e e e e e _{
_,l Aras I.q_

(A) ars = -225 m + area del triangulo: (B) Ar; = 200 m + &rea del triangulo
Ara=-225m +'2 (20 s) (30 m/s) Ars = 200 m +2 (20 s) (-20 m/s)
Ara= -225 m + 300 m AT, =200 m-200m
Ara= 75 m Are= 0

Alas = Ala - ATs
Arse= 75m-0

Arae= 75 m

c) Solucién analitica: el punto de encuentro sera A t segundos después que
comienzan aregresar.

b-—;---
(&)
=

\] \ .
'tw' S

T ’ t
9 40 50 60 (=)
-10 | At
-20 9 ! B
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Modulo del desplazamiento del mévil B = médulo del desplazamiento del mévil A

200 -7 (At)(At) = -225+14(at) (1,541)

425 = 1,25At?
af — 425

1,25
At =18,44s

t=20s+ 18,44 s
t = 38,44 s de haber partido

Ars = 200 - (At)’

Afe = 200 -'%( 18,44)°

Are = 200 -170

Ars = 30 (a la derecha del origen)

Solucién gréfica:

100 \ !
-150 |-
-200 [----=--> it

-300t

w
@
i
'S
e e o e o £ i

400 [ ===

4 an(mis?) 4 as(m/s?)
27 1T

0] 10 20 30 40 50 60

0 10 20 30 40 50 60
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7. Desde unaaltura de 500 m se deja caer libremente un cuerpo . Determinar:

a) Cuanto tardara en recorrerlos 100 m finales.
b) Con qué velocidad comenzd estos 100 m.
c) Con qué velocidad salid de estos 100 m.

Datos:
V=0 0 MT Vo=0
Ar = 500m E
a) A rz=y(.'t + gt 100 m j
Tl 200 m |
T !
i s
2 _ _-1000m 300 mT
-9,.8 m/s’ g
400 m.
f. = 10,1 S
0 V1
Ar=ypdt +1%gts 500 m |
ti2= 24n = -800m - = ty = 9,03 S V2
g -9,.8 m/s’
At =1t2- t4
At =10,1s-9,03s
At. =1,07 s

b) v, =y('+ gt

vy =(-9,8m/s )9,03s
Vi = '88,49_,m/3
v, =(-88,49)) m/s

C) OF =yf-:— gt

V2 =(-9,8m/s)10,1s
V2= -98,98*m/s
V. =(-98,98)) m/s
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8. Un cuerpo es lanzado con una velocidad de (20ﬁ m/s. Determinar:

a) Lavelocidadquellevaalos 1,5sy3s.

b) La altura que tendra en los tiempos anteriores.
¢) La maxima altura alcanzada.

d) Eltiempo del vuelo.

e) Lavelocidad con que regresa al suelo.

Datos:

= (20 j)m/s

ti=15s
t2=3s

1 =Ve + §t1
1= (207) m/s + (98j)m/s (1,55)
U1 = (201) m/s - (14,7 )m/s

=(5,3 j) m/s
Elsigno positivo indica que el cuerpo estéa subiendo.

P Sy C4 Sy

V2 =Us + atz
i}z = (20]’) m/s + (-9,87)m/s? (3 s)
(20]) m/s - (29,4])m/s
( -9,4 j) m/s

El signo negativo indica que el cuerpo esta bajando.

b) A= Vati + +2gts’
Ar1—(203) m/s (1 Ss) +‘/2(98] )m/s*(9 s°)
Ar1—(30 jym (11,02] ym
AT1=(18,98)m
A= Volz + o §t22 <o
AT2=(207) m/s (3s) + '2(-9,8])m/s*(9 &)
AT2=(60 J)m - (44,1 )m
AT2=(15,9 jjm

C) pf': Vo?+ 20ATrmax

- Vo2 -400 nf/s’®
Al max = Y = ! =204 m

29 -19,6 m/s?
ATmax = (20,4 j)m
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d) Tiempo de ascenso:

: ~Vs -20m
A=v.+ gt, = o= S2i04s
Tiempo de descenso:
’ g 2Ar - 40,8m

Ar =y42 +'/2 gt:f - t22= g = -9 8 m/32 — tz =2,04 S
Tiempo de vuelo:

tr=t1 + ¢t

tr=2,04s +2,04s

tr=4,08s

e) U = /17' + gtz
U = (-9,8 ) m/s? (2,04)s
U = (-20 j)m/s

9. Se lanza un mévil con una velocidad de (257) m/s. Cinco segundos después y

desde el mismo punto se lanza otro mévil con una velocidad de (-16 | )m/s.
Determinar:

a) Qué distancia los separaalos 3 s de haber sido lanzado el segundo movil.
b) Dénde y cuando se encuentran.

Datos: : :
Uy = (25 )m/s ! §
Do= (-16 ] )m/s . # |

t1=8s U E
t2=3s WW‘ E
(v :

T A

a) A-F1='U-1.t + 1/2 atiz ATZ : E 4
- =9 = 2 L] !
A= (25])) m/s (8s) +1(-9,8 j )m/s’ (643 |
ATi=(2007) m - (313,6 T)m i
A= (-113,6])m :

é

El signo menos indica que el cuerpo esta bajo el punto de partida.
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ATe= Vot + atzz e
ATo=(-16')) m/s (3s) + "% (-9,8] )m/s*(9 &)
AT2=(-48 jjm - (44,1])m

AT2=(-92,1))m

El signo menos indica que el cuerpo esta bajo el punto de partida.

das= Ari -Ar
das= 113,6 m-92,1 m
das= 21,5 m

b) Como ZAr se mide en metros y t en segundos, los desplazamientos realizados por
cada mévil son:
Ah=TUits + %%Qgt’ = 25t - 4,9t
A=Vt + Yogt:’ = -16t -4,9t% =11 -5
= -16 (t1- 5) - 4,9 (t1 -5)

En el punto de encuentro, los desplazamientos son iguales:

An=Arn
25t1 - 4,9t'= -16(t1- 5) - 4,9 (i -5)°
25t1 - 4,9tf= -16 t1 +80 -4,9(t 10t +25)
25t - 4,9tf= -16t;+80- 4,9t°+ 49t -122,5
-Bti= -425
t1= 5,31 s de haber sido lanzado el primer movil.

An= 25ti- 4,9t°

An= 25(5,31) - 4,9 (5,31)>

An= 132,75 -138,16

An= -5,41m por debajo del punto de lanzamiento
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EJERCICIO N°8

1. Una particula se mueve con MRUV 3. Un mévil se desplaza a lo largo del

retardado y aceleracion (15m/s? N15°E).
Si a t=0, la particula se encuentra en lIa
posicion (-2,3)m y su rapidez es de
8m/s. Para un intervalo entre 0 y 8s;
determinar:

a) El desplazamiento realizado

b) La velocidad media

2. El grafico vx-t, representa el movi-
miento de dos particulas A y B que
parten de una misma posicion inicial y
sobre la misma trayectoria rectilinea.

Vx (m/s) =

Determinar:

a) El tipo de movimiento de cada
particula en cada intervalo.

b) La distancia que recorre cada
particula de 0(s) hasta 12(s).

c) La distancia que existe entre las
dos particulas a los 4(s), 8(s) y 12(s).
d) Dénde y cuando se encontraran
grafica y analiticamente.

e) Los graficos rx-t y ax-t de cada
particula.

eje X con una aceleracion constante. Si
su posicién para t=0 es 30i m y se mueve
en direccion X negativa con una rapidez
de 15m/s que esta disminuyendo a razén
de 1.5m/s cada s; determinar:

a) La aceleracion.

b) El grafico velocidad contra tiempo.
c) El gréafico posicion contra tiempo.
d) Eltiempo que tarda la particula en
recorrer los primeros 75m.

4. El movil A parte al encuentro con B,
con una rapidez inicial de 10m/s y
acelerando a 3m/s? en linea recta; cinco
segundos mas tarde B parte hacia A
desde el reposo y con una aceleracion
constante de 5m/s® también en linea
recta. Si inicialmente A y B estan sepa-
rados una distancia horizontal de
1700m; determinar:

a) Donde y cuando se encuentran.
b) En cuanto tiempo quedan a 500m
de distancia mientras se acercan y
también mientras se alejan.

5. Dos vehiculos A y B se desplazan
con MRUV. A se acelera a razon de
3m/s? y pasa por el punto P(3,5)m con
una velocidad (-3i-4 j)m/s, en ese mismo
momento B pasa por el punto Q(-1,3)m
con una velocidad de -30j m/s y desace-
lera a razén de 2m/s?; determinar:

a) La aceleracion de cada uno de los
vehiculos.
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b) La posicién de A y de B después
de 7s.

6. Una particula se mueve de manera
que su velocidad cambia con el tiempo

como se indica en los gréaficos
siguientes:
Vx b(m/s)
20
12 3 4 s
iz 3 s

Determinar:
a) El vector velocidad para t=0s,

t=1s, t=2s, t=3s.

b) El vector aceleracién para t=0s,
t=1s, t=2s, t=3s.

c) Si la particula tiene movimiento
rectilineo.

7. Una particula se mueve a lo largo
del eje X, inicia su recorrido en el punto
-8m desde el reposo y acelera a razén
de 5Sm/s? hasta que alcanza el punto
12m y entonces mantiene la velocidad
alcanzada constante por 5s y luego
desacelera hasta detenerse 5s mas
tarde; determinar:

EJERCICIO N°8

a) Cuanto tiempo tuvo movimiento
acelerado.

b) La distancia que recorrié con MUR.
c) El desplazamiento total y la aceler-
acion durante los Ultimos 5s.

8. Desde la ventana de un edificio se
lanzan dos piedras Ay B. La piedra A se
lanza verticalmente hacia arriba con
una rapidez inicial igual a la que B es
lanzada verticalmente hacia abajo;
determinar:

a) Cual de las dos piedras tiene
mayor rapidez al llegar al suelo.

9. Dos particulas Ay B se mueven con
MRUV acelerado con la misma aceler-
acion cuyo médulo es 2m/s2. Si para
t=0s la rapidez de A es 5m/s y la de B
2,5m/s; determinar:

a) Cuando A ha recorrido 100m y
cuando B ha recorrido 50m.

b) Cuéando la relacion entre Ia
rapidez de Ay la rapidez de B es 3/2.

10.Un avién toma la pista con una
aceleracién de -20i m/s? y recorre en
linea recta 2001 m antes de detenerse:
determinar:

a) Con qué velocidad toca la pista.
b) Qué tiempo demora en detenerse.
c) Con qué velocidad constante un
auto recorreria esa misma distancia
en ese mismo tiempo.
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11.Un observador ve pasar por su
ventana ubicada a 50m de altura un
objeto hacia arriba y 3s después lo ve
pasar hacia abajo; determinar:
a) La velocidad con la que fué lanzado
el objeto desde la base del edificio.

b) La altura que alcanzé respecto a la
base del edificio.

12.Dos cuerpos A y B situados sobre la
misma vertical distan 65m, si son lanza-
dos uno contra otro con rapidez de
16m/s y 12 m/s respectivamente; deter-
minar:
a) Donde y cuando se chocan, si A
sube y B baja.
b) Dénde y cuando se chocan, si A
baja y B sube.

13.Desde un globo que se encuentra a
100m de altura, se deja caer un objeto;
determinar:

a) Cuanto tiempo tarda el objeto en tocar

el suelo si el globo esta en reposo.
b) Cuanto tiempo tarda el objeto en

llegar el suelo si el globo ascendia a 1m/s.

c) Cuénto tiempo tarda el objeto en
llegar el suelo si el globo descendia a
1m/s.

14.Se deja caer una piedra desde una
gran altura; determinar:

a) El modulo del desplazamiento
durante los 5 primeros segundos.

b) EI mddulo del desplazamiento
durante los 5 segundos siguientes.

c) La rapidez alcanzada al final de
cada uno de los intervalos anteriores.

EJERCICIO N°8

15.Los moviles A y B parten por una
trayecoria rectilinea desde el mismo
punto y desde el reposo con una acele-
racion constante de 2i m/s? cada uno y
B parte 2s mas tarde; determinar:

a) La distancia entre A y B cuando
han transcurrido 2s de haber partido A.
b) La distancia entre A y B cuando
han transcurrido 4s de haber partido A.
c) Ladistancia entre Ay B alos 6s de
haber partido A.

16.Una particula con MRUV se mueve
a lo largo del eje X. Cuando t=0s se
encuentra a 1 m a la izquierda del
origen, a t=3s se encuentraa 15 mala
derecha del origen, y a t=5s se encuen-
tra a 20m a la derecha del origen; deter-
minar:

a) La acelerecion de la particula.

b) El instante en que retorna al

origen.

17.Una particula inicialmente en reposo
en el origen de coordenadas, se mueve
con una aceleracion de 5i m/s? hasta
que su velocidad es de 10i m/s, en ese
instante se le somete a una aceleracion
de -101 m/s? hasta que la distancia total
recorrida desde que partié del reposo es
30m; determinar:

a) La velocidad media para todo el

recorrido.

b) El grafico Vx contra t.

18.Un cuerpo se lanza verticalmente
hacia arriba, su posicion cambia con el
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tiempo como indica la figura, siendo el
nivel de referencia el suelo.

y (m)

0l t1 t2  US)

Determinar:
a) Los valoresde t1yt2
b) La velocidad con la que llega al
suelo.

19.Dos autos Ay B se desplazan por la
misma trayectoria rectilinea. A se
mueve con una velocidad constante de
-81 m/s y parte de la posicién -7i m. B
inicia en el punto -5i m con una veloci-
dad de 8 m/s y al tiempo t=4s su veloci-
dad es -8 m/s. Si B se mueve con
aceleracion constante; determinar:
a) La aceleracién de B

b) En qué instante coinciden las
posiciones de Ay B.

20.Una particula se mueve con MRUVA
de modo que la magnitud de su despla-
zamiento de 0 a 2s es 40m y de 2 a 4s
es 65m; determinar:

a) La magnitud de la aceleracion.

b) EIl mddulo del desplazamiento

entre 0 y 10s.

21.Dos particulas A y B se mueven
sobre carreteras rectas. A se mueve

EJERCICIO N °8

con aceleracion constante de modo que
en to=0s, ro= -300|myVo-30|m/syen
t1=10s, r1=10i m, B se mueve con
velocsdad constante de modo que en

0=0s, ro=200 j my en t1=10s, r1= 300i
m; determinar:

a) La velocidad de A en t1=10s.
b) La velocidad de A respecto a B en
t1=10s.

22.Se deja caer libremente un objeto

desde una altura de 120m medida

desde el suelo, en ese mismo instante

se arroja hacia abajo un segundo objeto

desde una altura de 190m; determinar:
a) La velocidad inicial del segundo
objeto para que los dos lleguen al
piso al mismo tiempo.

23.Dos moéviles A y B se mueven de

acuerdo al siguiente grafico:

(m/s)

-164/

Si parten del origen; determinar:
a) La posicién de cada movil para
t=10s.
b) La posicién y el tiempo en que los
dos moviles de encuentran por prim-
era vez luego de partir.
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24.Un automovil viaja a 18m/s y un bus
a 12m/s sobre una carretera recta en
direcciones contrarias. De manera
simultanea los choferes se ven y frenan
de inmediato, el auto disminuye su
rapidez a razén de 2m/s? y el bus a
3m/s?; determinar:

a) La distancia minima entre los dos

al momento que frenan para evitar

que colisionen.

25.Se lanza un objeto verticalmente
hacia arriba con una cierta rapidez
inicial desde el borde de un precipicio y
en 9s llega al fondo. Luego desde el
mismo lugar se lanza otro objeto
verticalmente hacia abajo con la misma
rapidez inicial y tarda 2s en llegar al
fondo; determinar:

a) Larapidez inicial con la que fueron

lanzados los objetos.

b) La altura del precipicio.

26.Se dispara verticalmente hacia
arriba un mévil y cuando ha ascendido
5m lleva una velocidad de 10 j mis:
determinar:

a) La velocidad con la que fue

disparado.

b) La altura que alcanza.

c) El tiempo que demora en
ascender esos 5m y el que demora en
pasar nuevamente por dicha
posicion.

27.Una particula se mueve a lo largo
del eje X, a t=2s, su velocidad es 16 m/s

EJERCICIO N° 8

y su aceleracion es constante e igual a
-2 1 m/s?; determinar;

a) La velocidad de la particula a t=5s
y t=15s.

b) El desplazamiento de la particula
entre t=5s y t=15s.

28.En el interior de un tren que parte del
reposo y acelera a razon de 4i m/s?, un
objeto desliza sin rozamiento por el piso
del vagdén con una velocidad de 8i m/s
respecto a tierra; determinar:
a) El tiempo que debe transcurrir
para que el objeto alcance nueva-
mente su posicién original.
b) En ese mismo momento la veloci-
dad instantanea del vagén respecto a
tierra.
c) En ese instante, la velocidad del
objeto respecto a la velocidad del
vagon.

29.Un cohete es lanzado verticalmente
hacia arriba, dese el reposo, con una
aceleracion constante de 14,7] m/s?
durante 8s, en ese momento se le acaba
el combustible y el cohete continua
moviéndose de manera que Unicamente
queda sujeto a la gravedad de la tierra:
determinar:

a) La altura maxima que alcanza el

cohete.

b) El tiempo que tarda en regresar a

la tierra.

c) El grafico velocidad - tiempo para

este movimiento.
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2.3 MOVIMIENTOS EN UN PLANO

Entre los diversos movimientos que existen en la naturaleza, los contenidos en un
plano son de interés para la humanidad, por sus aplicaciones y para la comprension
del Universo. Como ejemplo de estos movimientos podemos citar el de los planetas
en su traslacion alrededor del Sol, el de los saiélites, el de los proyectiles en la
superficie terrestre, etc.

De estos movimientos coplanares, estudiaremos el parabdlico y el circular.

MOVIMIENTO PARABOLICO. Es curvilineo plano, con trayectoria parabdlica y
aceleracion total constante.

El movimiento parabdlico méas imponante lo constituye el lanzamiento de proyectiles,
en el que la aceleracion total es la aceleracion de la gravedad.

, d=9g =(-9.8] ) m/s?

T i— V. = velocidad inicial

- -

5. o = angulo de lanzamiento

En el movimiento parabdlico la velocidad inicial no puede ser nula y su direccion debe
ser diferente ala de la aceleracion:

Vo # 0 Y Uv # Ua

Las ecuaciones que permiten el estudio del movimiento parabdlico son las que se

describieron anteriormente para el caso en que la aceleracion es constante (2.2.5) y
(2.2.3):

F= o +’{)’ot +1/2-ét2

=To + gt

<4

Y paraelcasoenquea=g

T= T +0.t +%gt

5 =Tt Gt

El analisis del movimiento de un proyectil se realiza en funcién del vector velocidad
inicial:
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v 3
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X

N
N
\
\

\ —> X
0
La velocidad inicial en funcién de sus componentes es:
1-50 =’UOX—’i +Uc 9.] (2-3-1)
Y su direccién
o = tag' Yy
VaX (2.3.2)
Lavelocidad en cualquier punto de latrayectoria es:
T =vxi +vy] (2.3.3)

Reemplazando (2.3.3) y (2.3.1)en:

U =V, + gt ,tenemos
Uxi + Vy] =vxi +Vy] + gt]

Igualando los componentes enxe y:

Vx = Vo (MRU) (2.3.4)
Vy=Vy-gt  (MRUV) (2.3.5)

De estos resultados, se concluye que el movimiento parabélico es compuesto: resulta
de la suma simultdnea de un MRU en el eje horizontal x y un MRUV en el eje vertical y:

A y (MRUV)
....... I:Z::’E:::‘.:a’ﬁ‘
094 R8N
a yi \\
5 . —p x (MRU)
Eneleje x: Eneleje y:
ax=0 ay=-g
Vox =V COS X = Vx = cte. Vy =0y - gt donde v.y =v..sen x
X =Vox.t (2.3.6) y =Voy.t- 1 gt? (2.3.7)
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Los paramentros mas importantes del movimiento parabdlico, a mas de conocer el
valor de la aceleracién, son: el valor velocidad inicial Vo="ox | +Vay| (rapidez de
lanzamiento v.) y el 4ngulo que ésta hace con el ejex (angulo de lanzamiento ).

Elvalorde ox puede ser cualquiera; generalmente un angulo agudo, pero podria tener
unvalorde X=90°0 &X =0°.

Cuando a = 90° se tiene un lanzamiento vertical hacia arriba, analizado ya como un
MRUV.

Six = 0°, es unlanzamiento horizontal, donde Voe=Vx y .y = 0. Este caso aplicado
al movimiento de un proyectil y analizado como la sumade dos movimientos, seria: en
el ejexun MRU (vx= cte) yenelejeyunacaidalibre (v.y= 0):

? y
q’i{"\ —— % X (MRU)
TR
N B T
- .s\ ,'l',
En el eje x: En el eje y:
ax= 0 ay = - 0
Vo =VoX =Vx = Cte. ’Uy =VLA - gt
X =1, .t (2.3.8) Vy =~gt (2.3.9)
y =v7)/1 -6 gt?
y =- 1/29t2 (2.3.10)

Las ecuaciones (2.3.6) y (2.3.7) se denominan paramétricas de la trayectoria. Si en
(2.3.6) despejamosty reemplazamos en (2.3.7), obtenemos la ecuacién cartesiana:

X = vx.t
X X
t = =
VX V. COS X

X

2
=’on.t'1/ t2 = csena[ 2 ]-‘/ r
y . / y/cosa =2 L v, cosax

- ] g ]
y =(taga)x [2U°2cosza o
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Esta ecuacién es de la fonna: y = ax - bx? una ecuacién de segundo grado, cuya
representacion grafica corresponde a una parabola.

En el movimiento parabdlico la velocidad varia simultaneamente en modulo y
direccion. Por consiguiente, se generan aceleraciones tangencial (at)y centripeta
(normal ac) respectivamente. Estas aceleraciones son variables, pero en cada
instante su suma (aceleracion total) es constante.

AY
U

oy B,
i g“ \\\\C .
1% /”.\'\, 3:30 3 &
& g i b :0 i’\:
a a \\\
. >

\

X

Del andlisis de las componentes de la aceleracion a en los puntos A, By C, se puede
concluir que:

a) En el punto A la particula esta subiendo y la aceleracion tangencial tiene la
misma direccion que la velocidad, pero sentido contrario. Por ello, el movimiento
esretardado. La aceleracién total (3)es:

a = ar + ac

b) En el punto B la particula alcanza la maxima altura y la velocidad es horizontal y
perpendicular ala aceleracion total. La aceleracion tangencial es nula porque es la
proyeccion de la aceleracion total en la direccion del vector velocidad. La

aceleraciontotal es: ,

—/a4'+ac
ac

Wy Oy
|

c) En el punto C la particula esta descendiendo y la aceleracion tangencial tiene la
misma direccién y sentido que la velocidad. Entonces, el movimiento es acelerado.
Laaceleracion total es:

a = ar + ac

En cualquier posicion, la aceleracion tangencial es la proyeccién de la aceleracion
total en la direccion de la velocidad. Por esta razén, si se conocen los vectores
velocidad y aceleracion, aplicando (1.5.9), tendremos:
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>

Av = (R.v).0v , de donde:
ar = (@.lv).th

Y la aceleracién centripeta seré:

1. Desde lo alto de un edificio se dispara un proyectil con una velocidad de (1 2_’i) m/s.
Determinaralos5s:
a) La aceleracion total.
b) La posicion del cuerpo.
c) Ladistancia recorrida horizontal y verticalmente.

)
d) Lavelocidad de la particula.
e) Laaceleracion tangencial y centripeta.

>

dac= a - ar

r=(127)m/s (5s) + (-4,97) m/s? (25 &)
r=(601-122,5 |)m
r=(601-122,5 |)m

La distanciarecorrida en el ejex esrx=60m
La distanciarecorridaen el ejeyesry=-122 5m.
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d) vx= v. = 12m/s

Ty -_—g'[ - -
=(-9,8 m/s) (55) U = Vxi +Vy]
Vy =-49 m/s v =(12i - 49))m/s
e) ar=(@.uv)uv =(12i - 491)m/s

dr=(a« Ux + ayuy)ud < R =(o 238i- 0,971))
dr= [0(0.238) + (-9,8) (-0,971)](0,238i- 0,971])

ar= (226|-924])m/s
a - a

(-9,871)m/s - (2,26 1- 9,24 ] )m/s
= (2,261 - 0,56 )m/s®

dc
ac=
a

2. Un cuerpo rueda sobre el tablero horizontal de una mesa de 1,05 m de altura y
abandona ésta con unavelocidad de (4i)m/s. Determinar:

a) A qué distancia del borde de la mesa, el cuerpo golpea el suelo.

b) La posicion del cuerpo cuando llega al suelo.

c¢) Con qué velocidad golpea contra el suelo.

d) Laaceleracion total, tangencial y centripeta en el momento de llegar al suelo.

5 X =%t
P X =4m/s.0,46s
g X =184m
-2,1m
= — = t =046s
-9,8 m/s - - +
r =mi +ryj
b) rx =1,84m T =(1,847-1,05])m
ry =-1,06m
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C) Vx= V% = 4m/s

w=gt -+ -+ -
vy = (-9,8 m/s?)(0,46 s) U =Uxl +Vy|
d a=g v—(4| 45])m/s
o y
a = (-9,8))m/¢? uL =0, 664 i-0 748]

r=@.0V)uv

ar=(axux+ ayuy)uwv

ar= [0(0, 664) ( 9 8)( 0,748)](0, 664 i- 0 7481 )
ar= (4 871-5 48])m/s

ac=a - ar

dc= (-9,87)m/s - (4,87 - 5,48 jjms’

(- 4,87| -4 32] ym/s’

v
l

v Dy

)

+

m&
II

3. Los peldanos de una escalera miden 12 cm de altura y 30 cm horizontalmente,
como indica lafigura. Determinar:

%7777777777?777;1—)3

IIII’/’I”/I’I’/

30 cm

7
I

a) Cual es la velocidad en direccién horizontal que debe comunicarse a una bola
para que su primer rebote sea en la mitad del cuarto escaldn.

b) Qué velocidad tiene la bola en el instante del primerimpacto.

Ay
| -
I Vo
P e e e e e e > X
4 1 TTTmea
77777777 7 T W T
4 2
7777777777 X 0.48m

94

e 1,05m MWI

a) r=rxi+ ryj = (V)i + (vgtdi
En el istante del impacto:

(1,051 - 0,48] ) m = [(va)i - (4,9 )] Im

3 \
(LY . l

r
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La posicién en el eje y es:

ry =14gt?
0,48 m = -4.9 m/s t°

0,48 m
49 m/s

La posicion en el eje x es:

x=v.t, parat =0,31s
1,06 m =7 (0,31 )

iz — t=031s

Vs :M —] 3'38 m/S
0,31s
Ve = (3,381)m/s
b) ’T) — {).o + at
U = [3,381-(9,81)j] m/s, parat=031s
UV ={3,381-[9.8(0.31)] |}m/s
V = (3,38-3,04 ))m/s

4. Un proyectil es lanzado con una rapidez V. y su direccién forma un 4ngulo « sobre
la horizontal. Determinar:
a) Elvector velocidad inicial.
b) El vector velocidad en funcién del tiempo t.
c) Elvector posicion en funcién del tiempo t.
d)El tiempo transcurrido desde el lanzamiento hasta que el proyectil alcanza la
altura maxima (tiempo de subida) y el necesario para regresar al nivel horizontal
del lanzamiento (tiempo de vuelo).
e) Elvector de la altura méaxima alcanzada.
f) La distancia horizontal cubierta por el proyectil hasta regresar al nivel de
lanzamiento (alcance).
g) Elvalor del angulo apara que el alcance sea el maximo posible.

AY
Set T x__“\‘x
- ,’,/ '\\\ Vox = Vs .COS (X
’Uo II’ \\\
£l = Voy = V,.s€N X
B /4 h max \ .
a
ST v =—i K
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a) 60 = ’Uc):I +'on-j’
U = V.CO8 X | +V. senX]
b) ¥ =7 +gt _ . 5
V = (V. cosX i +V-sencX]) - (9,87 )2
U = v.cos T +(v.sencx -9,8t)]
- 0 - —
C) T=p"+7Vot +15qt2
T = (V.cos &i + vsen ] )t + 5 (9,8))t°
T= (. cos Ot)i + (v.sen .t -4,9t2)]'

d) Cuando el proyectil llega al punto de maxima altura. su componente de velocidad
enelejeyesnula:

U = V- cos O(T+ (VesenX -9,8 1 )]":vx TWyT
Vy= 0 =v.senX - 9,81, donde ts= tiempo de subida.
oo VosenX sy
; g g (2.3.13)

Si el proyectil regresa al nivel de lanzamiento, la componente de su posicién en 'y
seranula:
T= (Vo cosat)_f + (Vs senXt -1 gtz)-f =rxi + ryT
ry= 0 =v.sen .tv - gt donde tv= tiempo de vuelo.
2 v.senX 2 Voy

Virm= =

g g (2.3.14)

De esto se concluye que tv = 2ts; o que el tiempo que el proyectil demora en subir
esigual al que demora en bajar con relacién a un mismo nivel horizontal.

e) Laaltura maxima sera el valor de la componente de la posicioneny, en el instante en
que eltiempo es definido como tiempo de subida:

Uy V.SenX

g g

ts

-

r= rxT+ ry? = (V. cosCt fi + (V-sent - ‘/zgtz)-f

ry =vesent -2 gt, sit=1ts = ry = h max:
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V. senX v senft

hmax = rymax = v, senQ{——__ - Y2 ———
g gx
. wvlsen™ Ve sen o2

hmax = -

g 29

02 2 Ve 2

. _ Vs senX _ (Vsy)

29 29 (2.3.15)

El tiempo transcurrido para que el proyectil regrese al nivel de lanzamiento, es el
que se ha definido como tiempo de vuelo:

2V, Y 2 VssenX

t = =

g g

Y la distancia horizontal sera el valor de la componente de la posicién en la
direccion x:

X = (V.cosX t)T, sit=t,, x=A = alcance
A =1Xx = U cos O 2 Tsenty
g
Vs (2 sendX cos . . . . —
A = ( cost) , donde utilizando la identidad trigopnométrica
9 sen2 X =2sen X cosX ,tenemos:
2
st (2.3.16)
g

g) EImddulo del alcance depende Ginicamente del valor del &ngulo de lanzamiento ox

Para que el alcance sea maximo, el valor del sen2 & debe ser también maximo.
Como el maximo valor de la funcién seno es uno, entonces:

A = ~sen20 : para que el alcance sea maximo:
g
sen24 =1
200 =sen1
20( = 90°
X = 45°
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Elalcance es maximo cuando el angulo de lanzamiento es de 45°, Para cualquier otro
angulo de lanzamiento distinto de 45°, el alcance horizontal serd menor. Angulos
complementarios tienen alcances iguales:

-
- -
B .

5.Se lanza un proyectil desde un punto de coordenadas (4, 3) m con una velocidad
de (15i+ 12j)m/s, Determinar:
a) Laaceleracién, velocidad y posicion para cualquier tiempo.
b) Eltiempo de vuelo.
¢) Elalcance horizontal.
d) La altura maxima.
e) Lavelocidad del proyectilen 1s
f) Laaceleracién tangencial ylacentripetaenis -

-

a) a@ =g
d =(-98])m/s?
5_&+&
UV = [15|+121 (98t)j] m/s
DV = [15|+(12, 9,81)j] m/s
=T +Ds} +'/2gt2
F=[47+3] +(15|+12])t (49tnm
T=[41+3] +(15t)|+(12t)]-(49t)j]m

r=[4+1501 + (3 + 12t-4,9t) Jm.

b) En el taempo de vuelo se cumple query =0
r=rmxi +ryj=(4+ 1547 + 3+ 12t-498)]
ry =3+12t -4,9t* =0
4,9t> 12t - 3 = 0, de donde:
t,=268s

Movimiento Parabdlico 129



c) Elalcance horizontal es la posicién horizontal quetiene el proyectilent. :

rx= (4 + 15t)m
rx= [4 + 15(2,68)]m
rx= 44,20 m

d) La altura méaxima es la posicién vertical que tiene el proyectil en ts, la cual se
obtiene cuando Vy =0.

—

U =Uxi +Vy] =15 +(12-9,8t)]
Vy=12-9,8ts =0

12s
ts= =1,223

ry= (3+12t-4,9 )m 2
ry= [3 + 12(1,22) - 4,9(1,22 Im

Ny = 10,35 m
€ UV =[151+ (12-9,81)] Jm/s, parat = 1 s
= {151 + [12-9,8(1)] Tym/s
= (151 +2,2] )m/s
f)

= g-a’a’l))-ﬁ‘v )_’ '{3 = (157 . 212—]’)m/8
= (a@xux + ayuy).uy . . > + >
=(1,4i-96])m/s’

=3 - & o

= (9,87 m/s*- (1,41-0,2])m/s?

(-1,4i-9,6]) m/s°

DYDIDE DI DIDID; Sy S Sy

6. Una particula parte del origen con una rapidez de 10 m/s en la direccion positiva del
ejedelasy. Suaceleracién es constante e iguala (3i-4j)m/s . Determinar:

a) Laforma de la trayectoria.

b) La posicién de la particula para cualquiertiempot.

c) Lavelocidad de la particulaent = 3s.

d) Larapidezdelaparticulaent = 3s.

a) Como la aceleracion es constante, el movimiento podria ser MRUV o parabdlico.
Pero como Uw. #Us , entonces el movimiento es parabélico.

b) =¥ +T t+15a2
=(101) | +14(37-4]) t?

=[(1,5t)T + (10t-28)] Im.

-
r
-
r
-
r
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€)V =7U. + at d T = (97-2)) m/s
U =107+ (37-4))t U = (9,22 m/s ; 347,47')
U =[@Y)T+(10-4t)Jim/s, parat = 3s vV = 922 m/s
U = {3(3) i+ [10-4(@3))Im/s
U = (91 - 2))m/s

1. Desde un puente se dispara un
proyectil con una velocidad de 30T m/s,
si impacta en la superficie del rio con un
angulo de 45°; determinar:
a) En cuanto tiempo impacta el
proyectil.
b) La altura del puente recpecto al la
superficie del rio.

c) La aceleracion tangencial vy
centripeta al momento del impacto.
2. Un bombardero que vuela horizon-
talmente con wuna velocidad de
480 i km/h, a un altura de 5500m
dispara a un auto que se mueve a una
velocidad constante 125 i km/h, en el
miso plano vertical. Para que el
proyectil impacte en el blanco: determi-

nar?
a) El angulo que forma la visual del
avion al auto con la horizontal en el
instante en el el aviéon debe soltar la
bomba.
b) EIl tiempo que tarda la bomba en
impactar el auto.
c) La distancia que recorre al avidn
desde que suelta la bomba hasta que
impacta en el blanco.

3. Selanza una pelota desde una altura
de 5m con una velocidad de 12 7 m/s;
determinar:

EJERCICIO N°9

a) La distancia a la que debe
colocarse una persona que alzando
los brazos alcanza 2.20m de altura,
para cogeria.

b) El tiempo que la pelota perman-
ece en el aire.

c) Las aceleraciones tangencial y
centripeta en el momento que la
persona la recepta.

4. Desde lo alto de un edificio se lanza
un objeto con una velocidad de 100 i m/s:
determinar:
a) En qué tiempo el mdédulo de la
aceleracion tangencial es igual al
maodulo de la aceleracion centripeta.
b) La velocidad en ese instante.
c) La posicion en ese instante
respecto al punto de lanzamiento.

5. En una mesa de 0,75m de altura un
objeto desliza y cae describiendo una
trayectoria semi parabdlica. Sabiendo
que cuando se encuentra a 0,15m de
altura, la distancia hasta el borde de la
mesa es 80 cm; determinar:

a) La velocidad con la que el objeto
abandona la mesa.
b) El tiempo en el que llega a la
posicion indicada y el tiempo en que
impacta en el suelo.
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c) La velocidad en la posicién
indicada y la velocidad con que choca
contra el suelo.

6. Una pelota de tenis se impulsa con
una raqueta de tal modo que su veloci-
dad inicial es 56i km/h desde el borde de
una cancha que mide 23,77m de largo y
desde una altura de 2,5m; determinar:

a) La distancia a la que rebota Ia
primera vez respecto de la red central
cuya altura es de 0,92m.

b) La velocidad minima que se le debe
comunicar a la pelota para que
justamente logre pasar la red.

c) La velocidad que se le debe comuni-
car a la pelota para que caiga justamente
al borde opuesto de la cancha.

7. Un proyectil es disparado con una
rapidez de 45m/s y un angulo de 40°
sobre la horizontal; determinar:

a) La velocidad del proyectil cuando
forma un angulo de 30° sobre la
horizontal.

b) Eldesplazamiento cuando alcanza
dicho punto.

c) La altura maxima que alcanza.

d) El alcance horizontal.

8. Se impulsa una pelota desde el
suelo con una rapidez de 50m/s y con
un angulo de 45° desde la horizontal;
determinar:

a) La velocidad de la pelota cuando
su componente en el eje y es de
20 jm/s

b) La posicion de la pelota cuando
alcanza dicha velocidad.

EJERCICIO N°9

c) La aceleracion total, tangencial y
centripeta en dicho instante.
d) La altura maxima

9. Un avion que lleva una velocidad de
50 i + 60 ] m/s deja caer una bomba;
determinar:

a) La altura maxima que alcanza la

bomba desde el nivel de lanzamiento.

b) El tiempo que tarda en alcanzar la

altura maxima

c) La altura por debajo del nivel de

lanzamiento a la que la bomba tiene

una velocidad de 50 i - 100 j m/s.
10.Un proyectil es lanzado desde una
altura de 80m desde el suelo formando
un angulo de 40° sobre la horizontal, si
cae al suelo a una distancia horizontal
de 300m desde el punto de lanza-
miento; determinar:

a) La velocidad inicial del proyectil.

b) La posicion del proyectil en el

punto mas alto respecto al punto de

lanzamiento.

c) La posicion del proyectil cuando

alcanza nuevamente el nivel de

lanzamiento.

d) El tiempo que demora en llegar al

suelo.

11.De un canodn se dispara un proyectil
con una rapidez de 200 m/s y un angulo
de 50° y luego se dispara otro con la
misma rapidez y un angulo de 30° sobre
la horizontal; determinar:

a) El intervalo de tiempo con que
deben realizarse los disparos para
que los proyectiles choquen.
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b) La altura maxima que alcanza
cada proyectil respecto al cafon.

c) El alcance horizontal de cada
proyectil.

d) Dénde chocan
respecto al canon.

12.Un proyectii con movimiento
parabdlico se encuentra en el punto A,
donde su velocidad instantanea es de
20 m/s y forma un angulo de 30° sobre
la horizontal. Si el proyectil demoré 1,2s
en llegar a A desde su lanzamiento;
determinar:

a) La velocidad inicial del lanza-miento.

b) La altura maxima.

c) Las aceleraciones: total, tangen-

cial y centripeta en el punto A.

d) El angulo de lanzamiento.

los proyectiles

13.Un proyectil es disparado con una
rapidez de 100 m/s y con un angulo de
60° sobre la horizontal desde un punto
A(-10, -2)m; determinar:

a) La velocidad en el instante en que

X=0m

b) La aceleracion tangencial

Y=0m por primera vez.

c) Las coordenadas del punto donde

la altura es maxima.

d) La coordenada enY cuando X=2m

14.Desde lo alto de un edificio de 20m
de altura se lanza una pelota con una
velocidad de 5m/s y un angulo de 45°
sobre la horizontal; determinar:

a) A que distancia horizontal de la

base del edificio impacta la pelota.

b) La altura maxima que alcanza.

en

EJERCICIO N°9

c) A que distancia horizontal de la
base del edificio alcanza la altura
maxima.

d) La velocidad con la que liega al
suelo.

15.Una persona con patines sube por
una rampa de 20°, cuando abandona la
rampa, salta hasta una grada situada a
2m de distancia horizontal y 0,5m abajo
del punto donde abandona la rampa;
determinar:

a) La velocidad minima con la que
debe abandonar la rampa para llegar
justamente a la grada sin problema.
b) La méxima altura que alcanza
desde el punto donde abandona la
rampa.

c) Sicon la misma rapidez calculada
en el punto a) abandona una rampa
de 15°, ¢logra alcanzar la grada sin
problema?.

16.Una pelota es lanzada a 20m/s
formando un éangulo de 60° con la
horizontal: a 10m del punto de lanza-
miento se encuentra un obstaculo de
14m de altura; determinar:

a) Sila pelota supera el obstaculo; si
si no lo hace a que altura del mismo
impacta.

b) La méxima altura que aicanza.

c) En qué puntos podrian colocarse
dos vallas de 10m de altura, para que
la pelota los pase exactamente.

17.Se lanza un balén de manera que
pasa exactamente sobre dos barreras
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cada una de 2m de altura que estan
separadas 10m. Si el tiempo que
demora el balén en recorrer |a distancia
entre las barreras es 1s; determinar:

a) La velocidad inicial con que fue

lanzado el balén.

b) La altura maxima.

c) Elalcance horizontal

d) El tiempo total desde que es

lanzado hasta que llega nuevamente

al nivel del lanzamiento.

18.Se dispara una flecha a 20m/s y 30°
sobre la horizontal, para dar en un arbol
que se encuentra a 25m de distancia;
determinar:
a) La altura a Ia que se elevara la
flecha.
b) El &angulo que formaran Ia flecha
con el arbol.
c) Eltiempo que tarda la flecha hasta
dar en el arbol.
19.Desde la base de una montana cuya
pendiente es 35° se lanza hacia la cima
una piedra a 30m/s y 60° sobre Ia
horizontal; determinar

EJERCICIO N°9

a) Laalturaalaque impacta la piedra
(desde la base de |a montana).

b) El tiempo que tarda en impactar.
c) Si el impacto sucede antes o
después de que la piedra a alcanzado
su altura maxima.

d) La velocidad con la que impacta la
piedra.

20.Desde una cancha de fiitbol ubicada
al pié de una colina de 30° de pendiente,
se realiza un lanzamiento desde un
punto ubicado a 10m de la base de Ia
colina y hacia ella; determinar:

a) La velocidad inicial con que se
debe lanzar la pelota para que
impacte en la colina a una altura de
3m justo cuando llega a su altura
maxima.

b) Dénde y cuando impacta la pelota
si la velocidad inicial es 10m/s y 30°
sobre la horizontal.

c) Dénde y cuando impacta la pelota
si la velocidad inicial es 15m/s y 30°
sobre la horizontal,
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MOVIMIENTO CIRCULAR. Cuando un cuerpo gira alrededor de un eje, sus puntos
(particulas) describen trayectorias circulares en planos perpendiculares al eje. El
movimiento realizado por cada una de estas particulas se denomina movimiento
circular.

El andlisis del movimiento circular se facilita si se hace coincidir el origen del sistema
de referencia con el centro de la trayectoria:

. R = radio de la trayectoria

Mientras la particula P se desplaza por la trayectoria circular, su vector posiciéonr barre
angulos centrales (A 8). Por esto es conveniente definir variables de tipo angular que
permitan analizar el movimiento.

Posicion angular. Es el angulo 8 que existe entre el vector posicion de la particula y
un eje de referencia, que generalmente es x.

AY

El angulo 8, cominmente se expresa en radianes,
y recordando que:

Clay
\J 180° = 77 rad

Todo angulo medido en grados se puede convertir en radianes
multiplicando el nimero de grados por77/180

Todo angulo medido en radianes se puede convenir en grados multiplicando el
numero de radianes por 180/7T.
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DESPLAZAMIENTO ANGULAR. Es la variacion neta de la posicion angular de una
particula, respecto de un sistema de referencia.

AY

M
0 P(to) 40=10 -6,

& J — X (2.3.17)

El desplazamiento angular A9 se expresa en radianes.

P(t)

VELOCIDAD ANGULAR MEDIA. Es la razén entre el desplazamiento angular
efectuado por la particula y eltiempo empleado endicho desplazamiento:

% . Ae = 0-00

At £-ts (2.3.18)

Cuando la velocidad angular varia uniformemente, la cwm es igual ala semisuma de
las velocidades angulares inicial y final:
Wm= Wot+ W

2 (2.3.19)

La velocidad angular se expresa en rad/s, pero en algunos casos es méas cémodo
utilizar RPM = rev/min, teniendo en cuenta que:

1rev= 27T rad

ACELERACION ANGULAR. Es la razén entre la variacion de la velocidad angular
que experimenta una particulay el intervalo de tiempo en que se produjo:

O b® W -,
At t-to ‘
rad/s rad (2.3.20)

La aceleracién angular a se expresa en

s g2

1. Una particula parte de un punto (-3, 4) cm, moviéndose en sentido antihorario
sobre una trayectoria circular con centro en el origen, con una velocidad angular
constante de 4rad/s. Determinar:

a) La posicién angular inicial. c) La posicién angular final.
b) El desplazamiento angularen 10s. d) La posicion final

a) To=(-34)cm = (5cm; 126,87°)
0. = 126,87°
00 = 126,87 (77/180)rad = 2,21 rad
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A
b) w=—49 (34)

At A
A =w At ‘ ™ >
A© =4 rad/s.10s o
AO =40 rad
C) AO =0 - 0

9 =221 rad + 40 rad AY
0 =4221 rad

d  6=4221 (180/m7)° /
9 =2418,45°
r=(5cm; 2418,45° K
r=(-1;-4,9)cm b

2. Una particula gira por una trayectoria circular con una velocidad angular constante
de 5rad/s. Determinar:
a) Eltiempo necesario para girar un angulo de 620°
b) Eltiempo necesario paradar 12 revoluciones.
¢) Elangulo (engrados) giradoen9s.
d) El nimero de vueltas que da en 2 minutos.

\LJ

!/

a) A@=620°= 620(7T/180)rad = 10,82 rad

AB AB 10,82 rad
= At = = =2,16s
At W 5 rad/s

W=

b) n =12rey

A8 = n(27T)rad w4806 — AB _ 754rad = 15,08s
AB = 12(27T)rad At @ 5 rad/s
A8 = 754 rad
C) W= 2?
AB = w At AB = 45rad
AB = 5rad/s.9s A8 = 45 (180 /7)°
AB = 45 rad A8 = 2578,31°
0 AD = w At
9 @=—E = A8 _ 5rage.120s
AB = 600 rad
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AB = n2m)rad = n= A0 = 600 rad = 95,49 rev

27TTrad 2TTrad

3. Una particula animada de movimiento circular parte del punto (5, -2) cm en sentido
antihoriario con una velocidad angular de 4 rad/s y se mueve durante 5 s con una
aceleracion angular constante de 1 rad/s . Determinar:

a) Lavelocidad angular final
b) La velocidad angular media.

c) El desplazamiento angular. ry
d) La posicién angularinicial.
e) La posicion final. \
)
2 I
a)  w=w.+ ot \
@ = 4rad/s + 1rad/s?.5s fo
W= 4rad/s + 5rad/s (5,-2)
@ = 9rad/s
b) o Pet® _  4rad/s +9radfs SR
2 2 '
C) wm=_26 d) to =(5,-2)cm
ak 7 =(5,39 cm; 338,20°)
Ae =Wm .At o = 338,20c>
AB =65 rad/s. 5s 0o = 338,20 (771/180)rad
AO = 32,5 rad 0o =59 rad
e) A0=0-0,
e = eo + AG ? y
0=59rad + 32,5 rad
0=38,4 rad -
6=38,4(180/77)° X
(8]
6=2200,16°
r =(539cm; 2200,16°)
r =(4,12;3,48)cm
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circular parte del punto (3, 5)cm y gira
antihorariamente, con centro en el
origen, 1000° en 12 s. Determinar:

a) El desplazamiento angular.

b) La velocidad angular media.

¢) La posicién angular inicial.

d) La posicidn final.

2. Calcular la velocidad angular de cada
una de las tres manecillas de un reloj.

3. El radio de una rueda de bicicleta gira
c¢on una velocidad angular de 0,7 rad/s
durante 4 minutos. Determinar-:

a) Elangulo descrito en grados.
b) Cuantas vueltas ha dado.

4. Una particula gira por una trayectoria
circular con una velocidad angular
constante de 8rad/s. Determinar:

a) El tiempo necesario para girar un
angulo de 1000°

b) El tiempo necesario para dar una
revolucion.

¢) Elangulo girado en un minuto.

d) Elnimero de revoluciones queda
por minuto.

5.Una particula que gira por una
trayectoria circular da 25 vueltas enés.
Determinar:
a) Lavelocidad angular media.
b) Elangulo giradoen 3 s.
c) El tiempo necesario para girar un
angulo de 1600°

6. Una particula parte del punto (-5, -6)cm
Yy gira en sentido antihorario con una
velocidad angular constante de 18
rad/s. Si el centro de la trayectoria es el
origen, determinar:

EJERCICIO N°. 10
1. Una particula animada de movimiento’

a) La posicion angularinicial.

b) Eldesplazamiento angularen4s.
c) La posicién angular final.

d) La posicién final.

7.La velocidad angular de un motor
cambia uniformemente de 12002 2100
RPMen 5s. Determinar:
a) Laaceleracion angular.
b) La velocidad angular media.
¢) El desplazamiento angular.

8. Un cuerpo parte del punto (4; 7)cm en
sentido antihorario por una trayectoria
circular y gira un angulo de 120 rad en8
seg, alcanzando una velocidad angular
de 25 rad/s. Si el centro de la
trayectoria es el origen, determinar:

a) La velocidad angular media.
b) La velocidad angularinicial.
¢) La posicion angular final.

d) La aceleracién angular.

9. Un cuerpo parte del punto (3; -6) cm en
sentido antihorario por una pista circular
con centro en el origen, con una
velocidad angular de 6 rad/s y s€e mueve
durante 10s con una aceleracion
angularde 2 rad/s?

Determinar:

a) La velocidad angular final.
b) La velocidad angular media.
c) El desplazamiento angular.
d) La posicidn final.

10. Desde un mismo punto de Ia
circunferencia parten dos moviles en
sentido opuesto. El primero recorre la
circunferencia en 1h45min y el segundo
recorre un angulo de 10°30' en un
minuto.

Determinar dénde y cuando se encuen-
tran.
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MOVIMIENTO CIRCULAR UNIFORME(MCU). Es el de una particula cuya velocidad
angular (w ) es constante,

w=—29_ _cte 24
At
d iy
. (t) VA
El desplazamiento angular es:A8 = w.At 0
o _ T [ B A0 (to)
La posicién angular finales: 8 = 8, +@.At
r /7
W
R
En el MCU la particula recorre arcosigualesen
tiempos iguales, lo que significa que todas las vuel-
tas seran recorridas entiemposiguales

- Periodo (T). Es eltiempo empleado en recorrer unavuelta completa.

Si w=

2? y A@ = 2 7Trad, entonces:

o 27‘;ad (2.3.21)

El periodo se expresaen unidades de tiempo, generalmente en segundos.
- Frecuencia (f): Es el nimero de revoluciones por unidad de tiempo:

(2.3.22)

La frecuencia se expresaen s o hertz.

- La distancia (d) que recorre una particula en MCU es la longitud de un arco que se
determina por:

d = A9.R, siempre queA® se mida en radianes (2.3.23)

Dividiendo la ecuacion anterior por At, tenemos:

d AQ d _ Ao
R R, donde = ppor(2.1.5)y v por (2.3.18)
v =w. R, reemplazando ¢ por (2.3.21), tenemos: (2.3.24)
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2 (2.3.25)

Como en el MCU la velocidad angular (&) es constante, también la rapidezv (médulo
de la velocidad) es constante, lo que hace que no se genere una aceleracion
tangencial. Pero la variacion continua de la velocidad en direccion, genera una
aceleracion centripeta o normal ,que esigual ala aceleracién total:

> *0 >
a /a<'+ac
ac

—’_
a =

(2.3.26)
Elmédulo de esta aceleracisn €s constante e igual a:
ac=a = ;‘ =wR = v (2.3.27)

La direccién de la aceleracion es haciaelcentrodela trayectoria, opuesta a la del radio
y perpendicular alavelocidad del movimiento:

D

y 4
/ R Uc = -Uur  (2.3.28)

1. Una particula que se mueve por una trayectoria circular de 1,6 m de radio,gira un
angulo de 125° cada7segundos. Determinar:

a) Lavelocidad angularde la particula. d) Lafrecuencia.

D) La rapidez de la particula . e) Elmédulo de la aceleracién centripeta.
¢) El periodo.
a) A9 = 125° A0 2,18 rad
W = = 4 = 1
58 = 125(7T /180)rad At 7s 031 rad/s
AO =218 rad
b) » = R ¢) Te20rmd oi?,raf/s = 20,27 s
v = 0,31 rad/s.1.6m “ B
vV =0,50 m/s
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d) 1 e) V2
f= — ac =

T R

- 1 1 (O,Sm/s)2 2
WaTe  mAds e =——m _ o16mss

f

2. Una particulada 415 RPM en una circunferencia de 1,2 m de radio. Determinar:
a) Su velocidad angular.
b) Su periodo.
c) Larapidez de la particula.
d) EI médulo de la aceleracion centripeta.
e) Ladistanciarecorridaen5s.

a) w=415RPM b) T _ __27rad
[
_ 415 27Trad
60 s T - _27rad _ 014 s
e 48:46 radjs 43,46 rad/s
C) v =wR d) ac=w’R ;
V = 43,46 rad/s.1,2m ac =(43,46 rad/s)1,2m
v =52,15 m/s ac =2266,53 m/s?
A©
e) w= T d =A0.R
AB = coat d =217,3rad.1,2m
AO=4346rad/s.5s G- 200, 7em
AO = 217,3 rad

3. Un cuerpo parte del punto (-2, 6)m y gira en sentido antihorario a 500 RPM durante
4 s. Siel centro de la circunferencia esta en el origen, determinar:

a) Lavelocidad angular. e) Cuantasvueltasdaenlos4s.

b) La posicion angular inicial. f) El periodo.

c) La posicién angular final. g) Lavelocidad en la posiciéninicial.

d) La posicion final. h) La aceleracion centripeta en la posicién final.
3 w=500 RPM

277
@ = 500 ‘—'ad = 52,36 rad/s.
60 s
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b) ¥ =(-2,6)m
o =(6,32 m; 108,43°)

0. = 108,43°
0. = 108,43 (77/1 80)rad
0o = 1,89 rad

= 0o+ w .At
=1,89 rad + 52,36 rad/s.4s

=1,89 rad +209,44 rad
=211,33 rad

DD D

=211,33 rad
=211,33 rad(1804T)°
=12108,32°

=(6,32 m; 12108,32°)
=(-4,2; -4,72)m

N Y DD O

H T = 27T rad _ 27T rad

() 52,36 rad/s

= w.R

= 52,36 rad/s .6,32m

= 330,92m/s

= (330,92m/s ;198,43°)
(-313,95 | - 104,62 j )m/s

gigl @ @

h) ac= R ,
ac =(52,36 rad/s)6,32m
ac =17326,72m/s

gc = ac( )
ac =17326 72m/S (0, 665 | + 0 747 j)
ac =(11522, 27 I + 12943 061 )m/32

ty 4y
B
PO A Nx
7] \B
To
{ 5 —» X
\ \ oz
e)
n :-A—e
277 rad
209,44 rad
n =
277 rad
n = 33,33 rev

= 0,12 s

B =108,43 - 90°

B =1843°

0 = 180° + 18,43°

0 = 198,43°

T = (-4,2;-4,72)m
r=(427;-4727)m
Ur=-0,6651- 0,747
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4. Una particula animada de MCU se encuentra en la posicion que indica la figura en
t = 3s. Sise mueve en sentido horario 7 s, determinar:

1 y a) La velocidad angular.
b) El desplazamiento angular.
c¢) Cuéntas vueltas daen los 7 s.
T . d) La distgqgia recorrida.
285" | e ek e) La posicion final.
06 f) El periodo.
g) La velocidad ent = 10 s.
h) La aceleracion centripetaent = 3 s.
- () 4m/s
Q) v=wRhR = w= = = 6,67 rad/s
R 0,6m
b) w= i? => AB = wAt = 6,67 rad/s. 7s = 46,69 rad
i i) e t ! 3 ii?s.gg d.0,6
27T rad &+ =430,99), g0
7 =X d =2801m
46,69 rad 2R v
M= ZA\8
27T rad =N =550 —» X
n =7,43rev ac J
e) n =7,43rev f) 1 _ _2Mrad
transformamos 0,43 rev a grados: W
0,43(-360°) = -154,8 ° i tido horari
( ) 5 por girar en sentido horario R p—
B =208 - 154,8° 6,67rad/s
B =532°
v T = 094s
r = (0,6m; 53,20°
., r = (;')36; 0,48 )m b = 360° 7
‘7 = i g — (e} o
Y =90° -53,2° ¢ = 360° - 36,8
= 36,8° ¢ = 323,2°
12 = (4m/s ; 323,2°)
v = (3,21-24))m/s
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dc = QJZR ;
c =(6,67 rad/s).0,6m
ac =26,69m/s?

50 = ac(- Ur)
ac =26 ,68m/s “(0,88371 i + 0,467 5

>

ac = (23,561 + 12491)m/s

1.Unvolante cuyodidametroesde 1,5m
esta girando a 200 RPM, Determinar:

a) Lavelocidad angular.

b) El periodo.

c) La frecuencia.

d) Larapidez de un punto del borde.
) El mdédulo de la aceleracién
centripeta.

e

2. Un cuerpo que gira con MCU esta
provisto de una velocidad angular de
2rad/s. Determinar:

a) Elangulo giradoen 4s.

b) Elnimero de vueltasquedaen4s.

c) El tiempo necesario para girar un
angulo de 500°

d) El periodo.

e) Lafrecuencia.

3. Las manecillas de un reloj miden: el

horero = 4 cm, minutero = 7 cm vy
segundero = 10 cm. Para cada una,
determinar:

a) El periodo.

b) La frecuencia.

c) Lavelocidad angular.

d) La rapidez del extremo.

e) El médulo de la aceleracién centri-
peta del extremo.

EJERCICIO N° 11

T = (0,6m; 208°)

r, =(0,537;-0,28])m
Uo=-0,8831-0467]

4. Un cuerpo gira en una trayectoria
circular de 70 cm de radio y da 750 rev
cada 2,5 minutos. Determinar:

a) Lavelocidad angular.
b) La distancia recorrida.

c) Larapidez del cuerpo.

e) El mddulo de la aceleracidon
centripeta.

5. Un mévil se mueve en una circunfe-
renciade 1,2mderadioconuna veloci-
dad angular constante de 22 rad/s duran-
te6s. Determinar:

a) El desplazamiento angular.
b) La distancia recorrida.

c) El periodo.

d) Larapidez del movil.
) El moédulo de la aceleracién
ce

ntripeta.

e

6. Una rueda de bicicleta tiene 60 cm de
didmetroy recorre unadistanciade 12 m
en 15s. Determinar:

a) El angulo girado.

b) Elnimero de vueltas que dio.
c) Lavelocidad angular.

d) El periodo.

e)El modulo de
centripeta.

la aceleracion
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7.LaTierra, cuyo radio aproximado tiene
6375 km, gira sobre su propio eje
(rotacién). Determinar:
a) El periodo de rotacion.
b) La frecuencia.
c¢) Lavelocidad angular.
d) La rapidez de un punto del ecuador
enkm/h.
e) El moddulo de
centripeta.

la aceleracidon

8. El radio de la orbita seguida por la
Tierra en su movimiento alrededor del
Sol (traslacion), mide 1,49 x10'm
Determinar:

a) El periodo de revolucion.

b) La frecuencia.

c) Lavelocidad angular.

d) Larapidez en km/h.

e) El modulo de la aceleracién
centripeta '

9. La Luna orbita alrededor de nuestro
planeta; la distancia promedio que la
separade laTierraes de 3,84 x 10" m.
Determinar:

a) El periodo de revolucion.
b) La frecuencia.

c) La velocidad angular.

d) Larapidezen km/h.
e)El moddulo de
centripeta.

la aceleracién

10. El Sol efectita un movimiento de
traslacion a través de la Via lﬁéctea el
radio de la orbita es 24x10 my su
periodo de revolucion es de 6,3x 10"°s
Determinar:

EJERCICIO N° 11

a) Lafrecuencia.

b) La distanciarecorrida en 50 anos.
c) Lavelocidad angular.

d) Larapidez en km/h.
e)El médulo de
centripeta.

la aceleracién

11. Una particula animada de MCU parte

del punto (2,7)m y gira alrededor del
origen en sentido antihorario descri-
biendounangulo de215°en6s.
Determinar:

a) Lavelocidad angular.

b) La posicion angular inicial

c) La posicion angularfinal.

d) La posicion final.

e) El periodo.

f) Lafrecuencia.

g) La velocidad en la posicion final.
h) La aceleracion centripeta en la
posicidéninicial.

12. Un cuerpo animado de MCU se

encuentra en la posicion que indica la
figuraent = 2s. Si se mueve en sentido
horario 6 s, determinar:

4y

b0 TV=3mis

)

A\
207
@&

a) Lavelocidad angular.

b) El desplazamiento angular.
c¢) Cuantas vueltas da.

d) La distancia recorrida.
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e) La posiciénfinal.

f) El periodo.

g) Lavelocidadent=2s.

h) Laaceleracion centripetaent = 8s.

13. Un cuerpo parte del punto (4, -3)men
sentido antihorario por una trayectoria
circular con centro en el origen y se
mueve 12 s con una velocidad angular
constante de 3rad/s. Determinar:

a) El desplazamiento angular.

b) La posicién angular inicial.

c) La posicién angularfinal.

d) La posicidnfinal.

e) Cuantas vueltas da.

f) El periodo.

g) Lavelocidad en la posicién inicial.
h)La aceleracion centripeta en la
posicion final.

14. Una particula animada de MCU se en-
cuentra en la posicion que indica la
figura en t = 4 s. Si gira en sentido
horario con una velocidad angular de
orad/s durante 10 s, determinar:

ty

» X

35°

EJERCICIO N° 11

a) El desplazamiento angular.

b) La posicion angular inicial.

¢) La posicién angular final.

d) La posicion final.

e) Cuantas vueltas da.

f) El periodo.

g)Lavelocidadent= 14s.

h) Laaceleracion centripetaent = 4.

15. Una particula parte del punto (-4, )m
en sentido horario con MCU. Si gira con
una rapidez de 2m/s durante 15 s.
Determinar:

a) Lavelocidad angular.

b) El periodo.

C) La posicién angular inicial.

d) La posicién angular final.

e) La posicion final.

f) Cuantas vueltas da.

g) Lavelocidad en la posicién inicial.
h)La aceleracion centripeta en la
posicién final.
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MOVIMIENTO CIRCULAR UNIFORMEMENTE VARIADO (MCUV). Es el de una
particula cuya aceleracién angular es constante:

Aw

o == Tr cte, de (2.3.20)
Aw = XAt
W-wo= X At
W =W+ X At (2.3.29)

Siigualamos (2.3.18) con (2.3.19):

A _ We+w
At 2
A = w°-‘-\-t;‘°~mt ; reemplazando « por (2.3.29) tenemos:
AD = Wo.At+ ((wo +OX.AL) At
2
— _2We. A+ ALE _ s 1 OCAL
AB = 5 = Wo.At + LAt (2.3.30)

Si igualamos nuevamente (2.3.18) con (2.3.19):

AB s Wo + W
At 2
A = C‘)"z;w At ;reemplazando At por (2.3.30)
AB — Wo + W . W - Wo
2 x

2 COZ-}-G)OZ
AR = 20X
W = wot+20x.A0 (2.3.31)

En estas ecuaciones, si el movimiento es acelerado,w y X tienen signos iguales (igual
sentido de giro). Si el movimiento es retardado, w y & tienen signos opuestos.
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En el MCUV, el vector velocidad varia simultaneamente en mddulo, direccion y

sentido. Por consiguiente, la aceleracion tendra las componentes tangencial y
centripeta (normal):

En cualquierinstante:

a) Elmddulo de la aceleracion tangencial es:

v = w.R determinado por (2.3.24)
pero comow varia, entonces la rapidez v también varia:

AV = AwW.R dividiendo por At se obtiene:

Av AW Av
- .R ; donde = % B
At AT T ar por(21.7) vy
89 _ & por(2.3.20)
At
ar=X&.R (2.3.32)

Cuando el movimiento es acelerado, .la aceleracion tangencial tiene igual direccion

y sentido que la velocidad (Uar = Uv). Si el movimiento es retardado, tiene la misma
direccion, pero sentido contrario (Uar= -Uv).

b) Médulo de laaceleracion centripeta:

,v2

& =—p = w2R = w.v, determinando por (2.3.27)

Direccion de la aceleracion centripeta:

Usc= -Ur , por(2.3.28)

De este analisis concluimos que si la aceleracion angular a es constante, también lo
sera el médulo de la aceleracién tangencial ar , pero no la aceleracién centripeta a .
Portanto, la aceleracion total varia continuamente en médulo y direccién.
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La aceleracion total es igual a la suma vectorial de sus com ponentes de acuerdo con
(2.1.10):

-

d = ar + ac

La aceleraciéon centripeta es perpendicular a la aceleracion tangencial, y la
magnitud de la aceleraciéntotal es:

2 2 2

a = ar + ac
Existe una semejanza entre los movimientos rectilineos y circulares.
El siguiente cuadro nos permite observar dicha semejanza que se obtiene
correlacionando:

r =6, v= wy a =

| QVOVIMIENTO | UNIFORME | UNIFORMEMENTE VARIADO
a = cte

V =Vo+ g .At

Movimiento V = cte F= o+ At+% a . At
Rectilineo fo= I +VAt V2 =vd4+ 2a . Ar
'l)m —— 2 M
2
X = cte
o . 3 — A
Movimiento W= cte Ge“ goiwa;\tt-l-‘/ s
Circular = R i =
8 =8 +wat W=+ 200 AB
Wm= Lot
2

.Una particula parte del reposo desde el punto C en sentido antihorario con una
aceleracion tangencial constante de 3 m/s? y gira un angulo de (1377/3) rad en una
trayectoria circular de 2 m de radio. Determinar:
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b)

d)

dh
N

a) La aceleracién angular.

b) La velocidad angular final.
c) El tiempo empleado.

d) La posiciéon angular final.

> X e) La posicion final.

f) La velocidad final.
g) La aceleracion total fina

Ay

ar=«&.R ijo‘y
X = 2l —a."/::; ‘ \

R 8+ V=P

; (DT & <

o = 3 m/s \ 45°

2m s
X = 1,5 rad/s?

0 C
&)2=})g’+ 2. A\D }
w?= 2 (1,5 rad/s?(1377/ 3 rad)

@ = 6,39 rad/s

0 () 3,39 rad/s

W = +X.AL = — = — = 4, 6
ﬂ » o 1,5 rad/s? 208
AB =9 -8, e)

= 0,4+ A0

=5,5rad + 13,61 rad

=19,11 rad
=1094,92°

r =(1,93i+0,51])m

v =(2m; 14,92°)

8
0
® =315° + 137T/3 rad
0
0
0

r =(2m; 1094,92°)
r =(1,9371+0,51])m

V = w.R
vV = 6,39 rad/s.2m
vV = 12,78 m/s

0 =14,92°

B =90° + 14,92°

B =104,92°

U =(v;B)

V= (12,78*m/s; 104,92° )
T = (3,291 + 12,35])m/s
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LU (B29i+1235)m/s _ - -
g) SO I 1578 mis =-0,257 i + 0,966 |
ar= ar(uv) ac=w.V
ar= 3 m/s (-0, 2571 + 0,966 ) ac=6,39 rad/s.12,78 m/s
ar= (0,77 i+ 2,9 )m/s? ac=81,66 m/s?
a r_ (1,93i + 0,51 j) m/s ~ 09657+ O,2GT
r 2m
-.c=ac(°—ﬁr) —ézé.'l"f'-a.c
a. = 81,66 m/s? (0965|- 0,26]) 3 =[(-0,77i%2,9]) + (-78,8- 21,23 }jm/s’
d. = (-78,81- 21,23 )m/s? a =(-79,57 i - 18,33] )m/s?
a =(81,65 m/s% 192,97°)

2. Un cuerpo que esta girando por una trayectoria circular de 0,75 m de radio, demora
3 s en girar un angulo de 107T /3 rad y alcanza una velocidad angular de 50 RPM.

Determinar:

a) Lavelocidad angular media.
b) La velocidad angular inicial.
c) Laaceleraciénangular.

d) Larapidezinicial.

1071/3 rad

e) Larapidezfinal.
f) La distancia recorrida.
g) EImédulo de la aceleracion total final.

a) wm= A0 _ L L = 3,49 rad/s
At 3s 3s
b) @ = 50RPM m =wo;w
=50 27T rad Wo =2Wm- W
60 s Wo =2 (3,49 rad/s) - 5,24 rad/s’
w = 5,24 rad/s Wo =1,74 rad/s
SO 5,24 rad/s - 1,74 rad/s
S T ... =1,17 rad/s
At 3s
d) v =cwoR e) v =wR
Vo= 1,74 rad/.0,75m v = 5,24 rad/s.0,75m
Vo= 1,31m/s v = 3,93 m/s
) d =a0.R
d =10,47 rad.0,75m
d =785m
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g) ar=A.R dc=W.V a2 — aT2+ ac
at=1,17rad/s’075m ac=524rad/s.3,93 m/s a?=(0,88 m/s’) + (20,59 m/s?’
ar= 0,88 m/s? ac = 20,59 m/s? a = 20,61m/s?

3. Una particula se mueve en la trayectoria circular de la figura. Si parte del punto A con
unarapidez de 36 km/h y, luego de girar un angulo de 1177/3 rad, llega al punto B con
unarapidez de 10,8 km/h. Determinar:

4y a) La velocidad angular inicial y final
b) La aceleracién angular.
¢) El tiempo transcurrido.
R=1.3m d) La posicion angular final.
X 70 =S e) La posicién final.
.. f) La velocidad final.
A g) La aceleracion total final.
a)  v.=36km/h = 10m/s v =10,8km/h =3m/s
Vo = Wo. R vV = @.R
Vo
Go = =
3 YTR
13m Tam
We = 7,69 rad/s
W = 2,32 rad/s

b) A8=1171/3 rad = 11,52 rad
W= Wlt20040

o = _@-wf  _ (2,32rad/s)- (7,69 rad/s)’
2 A0 2(11,52 rad)

2
o = _5.34 rad’/s’- 59,14 radf/s? _ 2,34 rad/s?

23,04 rad

C) @ =Co+ QAL
At:u_
x

i 232rad/s-7,69rad /s
-2,34 rad/s

=23s
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d)

e)

8

8

B =-140° - 11,52 rad

@ =-2,44rad + 11,52 rad

® =-13,96 rad

=-800,05°

r =(1,3m -800,05°)

7 =(0,227- 128])m

r =(022|-1,281)m

r =(1,3m; 279,75

O = 279,75° - 270°

0 =9,75°

B =180° + 9,75°

3 = 189,75°

ar= A.R

at = -2,34 rad/s’1,3m

ar= -3,04 m/s?

ar= ar(uv)

a —-304m/s _(0987! 0,177)
ar= (3 I+ 0,52 j )m/s’

ac=wW. vV
ac= 2,32 rad/s.3m/s
ac = 6,93m/s?

ac (- ur)
6,93 m/sz(0169|+09851)
(1,177 + 6,83 )m/s?

nn m; m;
||

= é.T_‘j’ gc e
=[@i+ 0,527]) +
=(1,83 i+ 7,35 )m/s?
=(7,57 m/s?% 76,02°)

Dy W WY

> x
§=(v-B)
vV = (3m/s; 189,75°)
D = (-2,961-051])m/s
5. (-2,961-0,51]) m/s
= =

v o 3m/s

tv=-0,9871 - 0,17]

(0,2271-1,28]) m

¢ 1.3m

Ur=0,1691- 0,985 |

(1,171 + 6,83 )]m/&
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4. Una particula que se mueve con movimiento circular se encuentra en Ia posicion

que indica la figuraent = 2 5. Sj gira 8 segundos con una aceleracién angular
de -0,5rad/s?, determinar:

a) El desplazamiento angular. Vo= 2m/s I

b) El espacio angular recorrido.

c) Elespacio lineal recorrido.

d) La posicién cuando v = 0. 45° R=1m

e) La posicion final de la particula. »X

f) Laaceleracidntotalent = 10s.

a) Vo=WoR=> e=_Yo __ 2m/s
R 1m

= 2rad/s

AD = oAt + 14 At?

AB= 2 rad/s.8s +4(-0,5 rad/s’) (64 s?)

A0=16 rad - 16 rad

AB =0
Esto significa que la particula va con MCUV retardado, se para instantaneamente y
regresaal punto de partida con MCUV acelerado.

Eltiempo de idaes cuandov=0-

ar=.R
at= -0,5rad/s’1m
ar= -0,5m/s?
0
/f= Vo + ar.Aty = At = e — = 2m/S =.4 S

ar -0,5m/s
Como el movimiento se realiza con una aceleracion angular constante y la particula
regresa al punto de partida, el tiempo de ida es igual al tiempo de regreso.

b) Elespacio angularde ida es:

ABr =G At1 + 14 O A2

A8 = 2 rad/s.4s +14(-0,5 rad/s ) (16 s?)
AB1 =8 rad - 4 rad

A8s =4 rad = 229,18°
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Como el espacio angular de ida es igual al de regreso, el espacio angular total
recorrido es:

AB= 2( 4 rad)
AB= 8 rad
c) d =A8.R
d =8rad.1m
d =8m
d g =.20:+ 135°
Y = -229,18° + 135°
=-94,18°
T e) 7 =(1m;135")
n r =(-0,711 +0,71])m

f) En el momento de regreso.

-

v =-0,5m/$4s
= -2m/s

El signo menos significa que la particula esta regresando.

v = (v;3)
v = (2m/s; 225°)
D =(-1,411-1,41])m/s
Fo A4 LALJIIS . poosTn7a8]

V 2m/s
ar=ar (Uv) .
ar= 05m/sz(0705| 0,705 j)
é’=(035| 0,35 )m/s?
. __v?:_(2ms)’_
ac = R T am/s’®

S % 7 = g
b=t LOTNFOTUM o 57974 071]

r im ™ i

=ar+ a - - = 2

de= ac (- Ur) =[(-0,35i- 0,35]) + (2,84 i- 2,84 )]m/s

ac = 4m/32(071|- 0,71])

-+ -
ac = (2’84 |- 2,84 J )m/s 2 —(2,49 - 3,19 )m/s

=(4,05m/s% 307,97°)

Wy W DI
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EJERCICIO N° 12

1.Un automovil parte del reposo en una ) Cuantas vueltas dio.
via circular de 400 m de radio con f) Ladistanciarecorrida.
MCUV hasta que alcanza una rapidez g) El mddulo de la aceleracion total

de 72km/h en untiempo de 50 s. inicial.
Determinar:

4. Un cuerpo describe una trayectoria cir-
a) Lavelocidad angularfinal. cular de 1m de radio con una
b) La velocidad angular media. aceleracion angular de 1,3 rad/s® .
) Laaceleracion angular. Cuando ha girado un angulo de 7/3rad
d) El desplazamiento angular. alcanza una velocidad angular de 42
e) Ladistancia recorrida. RPM.
f)El tiempo que tarda en dar 100 Determinar:
vueltas.
g) El modulo de la aceleracién total a)Lavelocidad angularinicial.
final. b) Lavelocidad angular media.

c) Larapidezinicial.
2.Una turbina de un jet se acelerade 0a d)La rapidez final.
6000 RPM en 20 s. Si el radio de la e)Eltiempo empleado.
turbinaes 1,2 m, determinar:

5. A una particula que esta girando con

a) La velocidad angularfinal. una velocidad angular de 6 rad/s se le
b) La velocidad angular media. comunica una aceleracién angular de
c) Laaceleracion angular. 2,8 rad/s? durante1 min. Si el radio de la
d) Larapidez media. trayectoria circular es de 0,6m,
e) El desplazamiento angular. determinar:

f) La distancia recorrida por el extremo

de laturbina. a) Larapidezinicial.

g) El modulo de la aceleracién total b) Lavelocidad angularfinal.

final. C) Larapidezfinal.

d) Lavelocidad angular media.
3. Un punto animado de movimiento e) Eldesplazamiento angular.
circular cambia su velocidad angularde  f) Ctiantas vueltas da.
200 RPM a 2600 RPM en 2 min. Si el g) El médulo de la aceleracién total
radio de la trayectoria es 1,5 m, inicial.

determinar:

6. La velocidad angular de un volante dis-
a) Larapidezinicial. minuye uniformemente de 1000 RPM
b) Lavelocidad angularfinal. en 7 s. Si el radio de la curvatura es de
c) Laaceleracién angular. 25cm, determinar:
d) El desplazamiento angular.

a) Larapidezinicial.

Movimiento Circular Uniformemente Variado 157



b) La velocidad angular media.
c) La aceleracion angular.

d) El desplazamiento angular.

e) Cuantas vueltas da.

f) Qué tiempo sera necesario para que
el volante se detenga.

g) Elmodulo de la aceleracién total final.

7. Un volante de 10 cm de radio gira en
tomo a su eje a razon de 400 RPM. Un
frenolo paraen 15s. Determinar:

a) Lavelocidad angular inicial.

b) La rapidez en el momento de aplicar
el freno.

c) La velocidad angular media.

d) El desplazamiento angular.

e) Cuantas vueltas da hasta detenerse.
f) La distanciarecorrida.

g) El médulo de la aceleracion total
inicial.

8. Una particula describe una trayectoria
circular de 0,8 m de radio en sentido
antihorario. Si parte del reposo y del
punto A, realizando un desplazamiento
angularde 10rad en 3 s, determinar:

y
=

A
35

La aceleracion angular.

)

) La posicion angularfinal.
) La posicién final.
)
)

a
b
C
d) La velocidad angular media.
e) La distanciarecorrida.

EJERCICIO N° 12

f) Lavelocidad final.
g) Laaceleracion total final.

9. Una particula se mueve en una trayec-
toria circular de 1,4 m de radio en senti-
do horario. Si parte del reposo y del
punto B, alcanzando una velocidad
angularde 7rad/sen4s, determinar:

C/ h
a) Laaceleracion angular.

b) El desplazamiento angular.
c) La velocidad angular media.
d) La posicion angular final.

e) La posicion final.

f) Lavelocidad final.
g) La aceleracion total final.

10. Una particula animada de MCUV,
parte del punto A, como indica la figura,
con una rapidez de 4m/s y luegode 3 s
pasa por el punto B con una rapidez
de10m/s. Determinar:

a) Lavelocidad angular inicial.
b) La aceleracion angular.
c) El desplazamiento angular.
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EJERCICIO N° 12

d) La posiciéninicial. a) Lavelocidad angular inicial.
e) Lavelocidad en B. b) La velocidad angular final.
f) Laaceleraciéntotal en A. c) El desplazamiento angular.
g) Laaceleraciontotal en B. d) La posicién angular final.

e) Laposicionfinal.

11. Una particula se mueve en la trayecto- f) Lavelocidad final.

ria circular de la figura con una rapidez g) Laaceleraciéntotalfinal.

de 10 m/s y una aceleracién angular de

(-277/5)rad/s? hasta detenerse. 13. Una particula se mueve en la trayecto-

Determinar: ria circular de lafigura conuna v = 4m/s
ent=0sy unaaceleracion angular de -
0.8rad/s? Determinar:

Ay

—P> x
550 /-
R=1.5m s

. 3 20° X
Vo= 10m/s

a) Lavelocidad angular inicial. Ve

b) La velocidad inicial.

c) Eltiempo hasta detenerse. a) El desplazamiento angular.

d) El desplazamiento angular. b) El espacio angular recorrido.

e) La posicién angularfinal. c) Elespacio lineal recorrido.

f) La posicién final. d) La posicion cuando v.= 0.

g) La aceleracién total inicial. e) Laposicion final de la particula.

f) Lavelocidadent = 8s.
12. Una particula animada de MCUV esta g) Laaceleraciontotalent = 8s.
en la posicion que indica la figura. Si se
mueve durante 4 s con una aceleracién 14. Una particula que tiene movimiento

angular de -1 rad/s? determinar: circular, se encuentra en la posicion que
4y indicalafiguraent = 4s. Sigiraconuna
Vo= 6m/s aceleraciéon angular de -1 rad/s? durante

10 s. Determinar:

30° R=0,8m

a) El desplazamiento angular.

b) El espacio angular recorrido.
c) El espacio lineal recorrido.

d) La posicién cuandov =0

e) La posicion final de la particula.
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EJERCICIO N° 12
f) Lavelocidadent = 14s.

g) Laaceleraciontotalent = 14s.

T y
‘U.o= 5m/s
30°

R=1.2m

15. Una particula se mueve en la trayec-
toria circular de la figura con una
Vo = 3m/s ent = 0s y una aceleraciéon
angularde (-7T/3)rad/s? durante 7 s.
Determinar:

a) El desplazamiento angular.

b) El espacio angular recorrido.
c) El espacio lineal recorrido.

d) La posiciéon cuandov = 0.

e) La posicion final de la particula.
f) Lavelocidadent=7s.

g) Laaceleraciontotalent=7s.

4y

ol R=0,7m

» X
36°
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2.4 MISCELANEA DE PROBLEMAS

1.La informacion de una nave espacial
que se encuentra en Marte, demora 20
minutos en llegar a la Terra Si la
velocidad de la luz es 3x 10° km/s, deter-
minar:

a) Ladistancia entre los dos planetas.

b) Qué velocidad en km/h lleva la
informacion alos 10 minutos.

c)La distancia recorrida por
informacioén en 1 minuto.

d) El tiempo que necesita la informcién
pararecorrer 100.000 km.

la

2. El diagrama v«t de la figura, representa
el movimiento de dos particulas a lo
largo de una trayectoria rectilinea y a
partir de una misma posicion inicial.
Determinar:

AV, (mits)

K i} SRRt by SRS & X P A
20} :
10+ :
- U(s)
<10+ @
204 :
-304 1
40 "
DO s SR S e ST S 'B

a) El tiempo de movimiento de cada
particula.

b) La distancia recorrida por cada
particula.

¢) Larapidez media de cada particula.

d) El graficorit y axt de cada particula.

3. Desde 200 m de altura se deja caer
libremente un cuerpo. Determinar:

a) Qué velocidad lleva el cuerpo cuando
ha descendido 80 m.

b) Qué espacio ha recorrido cuando lleva
unavelocidad de (-40j)m/s.

c) Con qué velocidad choca contra el
suelo.

4. Unalocomotora se mueve con unara-
pidez constante de 61,2 km/h en una
curva de 500 m de radio. Determinar:

a) Lavelocidad angular.

b) Elangulo giradoen 8s.

c) El tiempo necesario para girar un
angulode 75°

d) El modulo de la aceleraciéon centri-
peta.

5. Un cuerpo parte del reposo y se
mueve por una trayectoria recta 70 m,
conunaaceleracion de (21 3} ) m/s?
Determinar:

a) La velocidad adquirida.

b) Lavelocidad media.

c) Eltiempo transcurrido.

d) Eldesplazamiento realizado.

6. Un generador de turbina en una
represa se acelera desde el reposo
hasta 4500 RPM en 15 minutos. Si el
radio de un aspa de laturbinaes 1,6 m,
determinar:

a) Laaceleracionangular.

b) El espacio angular recorrido.

¢) Larapidez final del extremo del aspa.
d) Elmédulo de |a aceleracién total final
de un extremo del aspa.

7. Desde lo alto de una torre se lanza un
cuerpo con una velocidad de (25 i)m/s,
y llega al suelo en 8 segundos.
Determinar:
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a) La distancia recorrida horizontal y
verticalmente durante los 5 primeros
segundos.

b) La posicion del cuerpo en el mo-
mento de llegar al suelo.

c) La velocidad del cuerpo cuando cho-
cacontra el suelo.

d)La aceleracion tangencial y centri-
peta en el momento de llegar al suelo.

8. Un cuerpo, a una velocidad constante
de (20 i + 30 j) km/h, ha recorrido la
mitad de su camino en 2 horas.
Determinar:

a) Con qué rapidez constante debe con-
tinuar su movimiento rectilineo para que
durante ese mismo intervalo de tiempo,
llegue a donde iba y regrese al punto de
partida.

b) La velocidad que tendra en la otra
mitad.

c) Lavelocidad que tendré al regreso.

d) Larapidez que tendré al regreso.

9. Una particula gira por una trayectoria
circular de 20 cm de radio con una rapi-
dez constante, que es igual numérica-
mente a la mitad de la aceleracion.
Determinar:

a) Lavelocidad angular de la particula.
b) El periodo.

c) Cuantas vueltas da por minuto.

d)El moédulo de la aceleracién
centripeta.

10. Dos jugadores de futbol separados
36m patean una pelota. Cuando uno de
ellos patea la pelota al otro, hace que
ésta permanezca3sen el aire.
Determinar:

162 Misceldnea

a) El angulo de lanzamiento.

b) Con qué velocidad fue lanzada la
pelota.

c) Laaltura maxima.

d) La aceleracién tangencial y centripe-
taalos2s.

11. Desde un globo que se muéve con

velocidad constante de (-87 ym/s se
deja caer libremente un cuerpo que
llega al suelo con una velocidad de
(-80j)m/s.

Determinar:

a) Laaltura del globo.

b) El tiempo que tarda el cuerpo en
llegaral suelo.

c) El desplazamiento realizado por el
cuerpo.

d) Que altura ha descendido el cuerpo
cuando lleva una velocidad de
(-65))m/s.

12. Un tren se desplaza por una

trayectoria circular de 800 m de radio
con unarapidez inicial de 54 km/h y una
rapidez finalde 18 km/h. Determinar:

a) Laaceleracion angular producida.

b) El tiempo de marcha para este arco.
c)La aceleracion total del tren al
comienzo del arco.

d) La aceleracion total del tren al final
del arco.

13. Un mgvil pasa de (87 + ST)m/s a

(20i + 15])m/sen 1/5 de minuto.
Determinar:

a) Las caracteristicas del movimiento.
b) La aceleracion producida.

c) Lavelocidad media.

d) El desplazamiento realizado.



14. Un satélite gira en una érbita circular
alrededor de la Tierra a una altura de
400 km, demorando 1,55 h en cada
Orbita. (Radio aproximado de la lierra:
6370 km). Determinar:

a) La velocidad del satélite en km/h.

b) El tiempo necesario para girar un
angulo de 300°

¢) El nimero de vueltas que da en un
ano.

d) El médulo de
centripeta.

la aceleracidon

15. El diagramavxt de la figura representa
el movimiento de tres vehiculos a lo
largo de una carretera recta a partir de
una misma posicién inicial. Determinar:

AU (m/s)
] 17 A
| ;
B 1
30 :
/ i c
20 , . -
°l 2 \\ f
i N e

0 5 10 15 20 25 30 35 40

a) El tiempo de movimiento de cada
vehiculo.

b) La distancia recorrida por cada uno.
c) Larapidez media de cada vehiculo.

d) El grafico r«ty a«t para cada uno.

16. Una avioneta atgrriza con una velo-
cidad de (-48i + 62] )km/h y se detiene
después de recorrer 180 m. Determinar:

a) La aceleracién producida por los
frenos.

b) Eltiempo empleado.

c) Lavelocidad media.
d) El desplazamiento realizado.

17.La velocidad angular de un cuerpo
aumenta de 20 rad/s a 30 rad/s en 5 s,
partiendo de la posicién que indica la
figura. Determinar:

a) Laaceleracién angular del cuerpo.

b) El desplazamiento angular realizado.
c) La posicién final del cuerpo.

d) La aceleracién total final.

18. Se lanza un cuerpo con una
velocidad de (100]) m/s. Determinar:

a) Qué velocidadllevaalos 3y 15s.

b) A qué altura del suelo se encuentra a
los5y 18s.

¢) Laaltura maxima alcanzada.

d) Eltiempo de vuelo.

19. A un mévil que va por una trayectoria
recta a una velocidad de (-20 i -15j)m/s
se le comunica una aceleracién
negativa de maddulo 2,5 m/s? durante
20 s. Determinar:

a) El desplazamiento realizado.

b) Para qué tiempo la velocidad se
anula.

c) Ladistanciarecorrida.

d) Lavelocidadfinal.
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20. Una particula se mueve sobre la tra- 23.Una particula animada de movimien-

yectoria circular de la figura con una
rapidez constante de 16 m/s.
Determinar:

A
R=2m 30° > X
5\ o /

a) Lavelocidad de la particulaen Ay B.
b) El tiempo necesario para ir desde A
hasta B.

c) La posicion que tiene la particula en A
yenB.

d) Laaceleracion centripetaen Ay B.

to circular, se encuentra en la posicion
que indica la figuraen t = 2 s. .Si gira
con una aceleraciéon angular de
-2rad/s*durante 6 segundos,
determinar:

%3

Ve =6 m/fs

65° R=0.8m
P x
]/
a) El espacio angular recorrido desde
t=2shastat = 3s.
b) La posicion de la particula cuando
v =0.

c) La posicionfinal de la particula.
d) Laaceleraciontotalent = 8s.

21. Se lanza horizontalmente un objetoa 24. El punto A estad a 100 m sobre el

una altura de 80 m y se observa que
llega a tierra formando un angulo de 60°
con la horizontal. Determinar:

a) Eltiempo de caida.

b) Con que velocidad fue lanzado.

c) La posicion del objeto en el momento
de llegar atierra.

d) Con qué velocidad llega a tierra.

22. Un movil que va por una carretera
recta, lleva una velocidad constante de
(15 i + 20 | ) m/s durante10 s. A
continuacion acelera a razén de 5m/s
durante 4 s. Determinar:

a) El espacio total recorrido.

b) El desplazamiento realizado.
c) Lavelocidadfinal.

d) Lavelocidad media
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punto B. Desde A se lanza un mévil con
unavelocidad de (-35]) m/s.
Simultaneamente, desde B se deja
caer libremente otro movil. Si los dos
moviles llegan al suelo al mismo
tiempo, determinar:

a) Que distancia los separa a los 3 s de
haber partido.

b) A qué altura del suelo se encuentra el
punto A.

c) El tiempo que tardan los cuerpos en
llegaral suelo.

d) Con qué velocidad llegan al suelo.

25. Desde un mismo punto parten dos

moviles: Ay B. EImévil A parte 6 s antes
gue el B conunarapidez de 5 m/s y una
aceleracién de médulo 1 m/s”. El mévil
B parte del reposoconuna acele-
racion de modulo 1,4 m/s’ Hallar la



distancia que los separa a los 8 s de
partir el movil B: |

a) Cuando tiene la misma direccién y
sentido.

b) Cuando tiene la misma direccién y
sentido contrario.

26. Una particula se mueve sobre la
trayectoria circular de la figura en
sentido horario con una velocidad

angular constante de 10 7Trad/s.
Determinar:

45°

a) La velocidad de la particulaen Ay en
B.

b) La distancia recorrida desde A hasta
B.

c) El tiempo necesario para ir desde A
hasta B.

d) La aceleracion centripetaen Ay en B.

27. Un proyectil se mueve en el plano
vertical de acuerdo con la ecuacion
x=300t,y=400t-4,9t2 (tse mideen
segundos; x ey, en metros).
Determinar:

a) La velocidad inicial del proyectil.

b) Eltiempo de vuelo.

c) La velocidad y posicion para
cualquier tiempo.

d) Elalcance horizontal.

28. Ladistancia entre dos puntos Ay Bes
de 300 m. Desde A parte del reposo ha-
cia B un movil con una aceleracion de
modulo 1,5 m/s> . Simultaneamente,
desde B parte hacia A otro mévil con
una rapidez de 10 m/s y una acelera-
cién de médulo 0,8 m/s?. Hallar donde
y cuando se encuentran.

29. Desde un mismo punto se lanzan dos
cuerpos A y B. El cuerpo A con una
velocidad de (50 j ) m/s y, 3 s después,
el cuerpo B con una velocidad de
(65])m/s. Determinar:

a) Quédistancialos separa,alos4 sde

partir B.

b) La altura maxima alcanzada por
cada cuerpo.

c) Dénde y cuando se encuentran.

d) Qué velocidad llevan los cuerpos en
elmomento del encuentro.

30. Una paticula se mueve en la trayecto-
ria circular de la figura con una
Vo = B6m/sent = 0syunaaceleracion
angular de 1,5 rad/s®durante 7 s.
Determinar:

a) El espacio angular recorrido.

b) La posicion de la particula cuando
v =0.

c) La posicion final de la particula.

d) Laaceleraciéntotalen7s.

Ay

R=1.2m

» X
70°
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2.5 EVALUACION OBJETIVA

COMPLETAR:

1. La variacion del vector posicion que una particula experimenta en un intervalo de
tiempo se denomina

2. Elvectordesplazamiento es : de latrayectoria
que siga la particula en sumovimiento.

3. Ladistancia recorrida por una particula es o}

al moédulo del desplazamiento que experimenta una
particula al moverse de una posicién a otra.

4.La distancia recorrida por una particula es igual al médulo del desplazamiento,

siempre que la trayectoria sea y no existan cambios en el
sentido del movimiento.

5. Una particula inicia su movimiento en el punto P, y luego de un cieno tiempo At,
regresa ala misma posicién. El vector velocidad media (v, ) es

6. El vector velocidad instantaneatiene una direccion
alatrayectoriaen el punto de andlisis.

7. Cuando un objeto cae libremente desde una posicion de reposo, la aceleracion al
finalizar el sexto segundo es

8. Larapidez instantanea esigual al del vector velocidad.

9. Si una particula se mueve con velocidad () constante, su aceleracion es iguala

10. Sial moverse una particula, cambia el valor del médulo de su velocidad, se genera

unaaceleracion ; ¥ Si unicamente cambia la direccion,
se generaunaaceleracion

11.Un movimiento curvilineo es siempre acelerado porque al menos existe la
aceleracion , puesto que la velocidad cambia al menos en
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12. Cuando se lanza un objeto verticalmente hacia arriba, la rapidez disminuyeen ____
en cada segundo mientras asciende.

13. En el movimiento rectilineo uniforme la velocidad es
ylaaceleracién es

14. Si una particula se desplaza por una trayectoria rectilinea, su aceleraciéon normal

es , puesto que la velocidad no
cambiade

15. Para una particula que se desplaza sobre unatrayectoria rectilinea:

a) En el grafico componente de la posicién en funcion del tiempo, la tangente en
cada punto representa el valor de

b) En el grafico componente de la velocidad en funcién del tiempo, la tangente en
cada punto representa el valor de ;yelareabajola
curva, elmoédulo del desplazamiento, si se realizala suma
de las areas o la distancia recorrida si se considera la suma
de las areas en uncierto intervalo de tiempo.

c) En el gréfico componente de la velocidad en funcién del tiempo, si ésta cambia de
signo enalgun (t), significa que en ese instante la particula
su sentido de movimiento.

16. Si en un movimiento rectilineo, el médulo de la velocidad cambia valores iguales
en intervalos de tiempo iguales, el movimiento es
variado.

17. Elmovimiento parabélico, es un movimiento curvilineo con
constante.

18. En un movimiento parabdlico, el médulo de la velocidad es
cuando la particula se encuentra en el punto de altura maxima, en el

cualtiene unadireccidn alaaceleracién total, que es
ademas en ese instante igual a la aceleracién

19. Al lanzarse un proyectil, mientras asciende, la velocidad y la gravedad forman un
angulo en el punto de méxima altura son

y al descender forman un angulo
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20. Al movimiento de proyectiles se lo considera un movimiento compuesto, formado
porun movimiento en el eje horizontal x, y un

movimiento en el eje vertical y, y donde ademas la
aceleracidntotalesla

21. En el lanzamiento de un proyectil, cuando éste pasa por un mismo nivel, al
ascender o aldescender tiene igual valor
de lavelocidad.

22. Cuando el angulo de lanzamiento (de elevacion) de un proyectil es de 45° su
alcance es

23. Para angulos de lanzamiento (de elevacién) cuyos valores son complementarios,
los alcances son

24. Si una particula en un movimiento circular recorre arcos iguales en tiempos
iguales, el movimiento es

25. En el movimiento circular uniforme, la velocidad tiene una direccién
alatrayectoriay ademéases__

alaaceleracion total.

26. En el movimiento circular uniforme la aceleracion total es igual a la aceleracién

27.En el movimiento circular uniformemente variado, permanece constante el valor de

la aceleracion , porlo que el modulo de la acelera-
cion es constante.

28. En el movimiento circular uniformemente variado, el médulo de la velocidad es
en funcidn del tiempo.

29. Siun disco gira con MCUV, mientras mayor sea, el valor del radio de la trayectoria, el
modulo de la aceleracién normal sera

30. Si el angulo formado entre la aceleracién total y la velocidad en un MCUV es agudo,
el movimientoes
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ESCRIBIR (V) VERDADEROY (F) FALSO

1. Un objeto en caida libre incrementa su rapidez en 0,9 m/s en cada segundo
de caida ()

..........................................................................................................................................

2. Siuna particula se desplaza por unatrayectoria rectilinea, el médulo del

desplazamiento siempre serdigual aladistanciarecorrida ()
3. El vector velocidad media siempre es tangente alatrayectoria............................. ()
4. Elvector velocidad instantanea es siempre tangente a latrayectoria.................. ()
5. Siuna particula se desplaza por una trayectoria curvilinea entre dos puntos, la
distancia recorrida. es mayor que el médulo del desplazamiento........................... ()
6. Siuna particula se desplaza por una trayectoria curvilinea entre dos puntos,
larapidez mediaesigualal médulodelavelocidad . ... ()
7. Siuna particula se desplaza por una trayectoria curvilinea, de hecho posee
1121 L= - o 1o O ()

8. Siuna particula se desplaza por unatrayectoria curvilinea con rapidez constante
suaceleraciontotalesnula..................ccccccooevcrimmnccii e m—— ()

9. Silavelocidad varia Unicamente en mddulo, la aceleracion total esla
aceleraciéntangencial ... e e ()

10. Sien uninstante determinado la velocidad y la aceleracion forman un angulo
de 45° entonces los médulos de la aceleracién normaly tangencial son
IQUIBHES......................cooummomrremmomsssmmesessrepmmomseomaessboos b AN S oo v et ()

11. En el movimiento rectilineo el unitario del desplazamiento instantaneo indica

ladireccion de lavelocidad instantanea ... ()
12. En el movimiento rectilineo uniforme la aceleracién tangencial es constante

B OO T IO conccomnsmmonssmmcso R S A b e ()
13. En el movimiento rectilineo uniformemente variado, la aceleracién total es

T S s T A b erers s s ecsmmmmsmer s pocore repmarppeemaremeemmmeraol ()
14. Sila gréfica de lacomponente de la posicién en funcién del tiempo es

unarecta horizontal, significaque lavelocidadesnula ()
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15. Sila grafica de lacomponente de la posicion en funcion del tiempo, es una
rectainclinada, significaque laaceleracionesnula ...,

16. Sila grafica de la componente de la velocidad en funcién del tiempo, es una
recta horizontal, quiere decir que el movil esta en reposo

17. Enunagrafica vxt, el area total bajo la curva representa el valor de la distancia
total recorrida (suma geomeétrica de las areas)

18. En la grafica de la componente de la velocidad en funcién del tiempo, el valor
de latangente en cada punto representa el valor de la aceleracion

19. Sienuninstante determinado, en los graficos vxt, y axt, las componentes de
la velocidad y aceleracion tienen signo negativo, el movimiento es acelerado

20. Al moverse una particula sobre una trayectoria rectilinea, si hay un punto de
inversion en el sentido del movimiento, éste cambia de retardado a acelerado

21. En el movimiento parabdlico la aceleracion total es constante (

22. En el movimiento parabdlico la direccion de la velocidad cambia, pero su
MO0 Permanece COMBIIME. |\ i B i (

23. Cuando un proyectil alcanza su altura maxima, la aceleracion total es cero
L G L 1A N UL 0 - N = S (

24. En el lanzamiento de un proyectil formando un Bngulo agudo con la horizontal,

laaceleraciontangencial puede llegaraserigual alaaceleraciéntotal .. (
25.EnelMCU lavelocidad permanececenstante . (
26. En el MCU el médulo de la velocidad permanececonstante ... ... (

27.Siundisco gira aceleradamente, la valocidad angulary la aceleraciéon angular
de sus puntos sera mayor mientras mayor sea el radio de su trayectoria ...........

28. Elmddulo de la aceleracién tangencial en un MCUV permanece constante ... (

29. El vector aceleracion normal, o centripeta, en el MCUV Unicamente cambia
en el valor de su mddulo

30. En el MCUV la aceleracion total es igual a la aceleracion tangencial
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SUBRAYAR LA RESPUESTA CORRECTA:

1. Siendo | At | = médulo del desplaza-
miento, y d = distancia recorrida, en todo
movimiento se cumple que:

2. El vector desplazamiento para una par-
ticula que se desplaza entre dos posi-
ciones fijas depende de:

a) La forma de la trayectoria entre los
puntos inicial y final.

b) La ubicacion del sistema de referencia.
c) La variacion entre los vectores posicion
inicial y final.

d) Ninguna de las respuestas anteriores.

3. Una particula se desplaza por una tra-

yectoria rectilinea, partiendo de un punto
A; recorre’ una distancia d(m) en t(s),
hasta llegar a un punto B. Si luego
regresa al punto A con las mismas
caracteristicas en el movimiento, el
maodulo de la velocidad media sera:

a) 0 (m/s)

) —2 (mss)
t

c) g (m/s)
2t

d) Ninguna de las respuestas anteriores.

4. En relacion con la pregunta 3, la rapidez
media sera:

a) 0 (m/s)

o) —3— (mys)
t

c) & (m/s)

t

d)Ninguna de las respuestas ante-
riores.

5. En un movimiento curvilineo, el vector
velocidad mediaes:

a) Tangente a latrayectoria.

b) Paralelo al vector desplazamiento.

c) Perpendicular a la aceleracion,
d)Ninguna de las respuestas ante-
riores.

6. Sobre una recta estan ubicados los
puntos A, BY C, tal que AB = BC = d.
Una particula recorre la recta con
rapidez constantev; de A hasta By con
rapidez constante v2 de B hasta C. La
rapidez media en el recorrido AC es:

Ui+ U2
b) U 'U1 + U2
2
C) Um=—2d
Vi4V2

d) Ninguna de las respuestas ante-
riores.

7.Enrelacion con la pregunta anterior, la

rapidez media:
a) No depende de ladistancia d.
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b) Disminuye al disminuir d.

c) Primero aumenta y luego disminuye, a
medida que d aumenta.

d) Ninguna de las respuestas anteriores.

8. Si en el movimiento de una particula
existe Unicamente aceleracion tangen-
cial, sutrayectoria es:

a) Circular.

b) Parabdlica.

c) Rectilinea.

d) Ninguna de las respuestas anteriores.

9. Una aceleracion nula quiere decir que la
velocidad:

a) Aumenta.

b) Es cero.

c) Es constante.

d) Ninguna de las respuestas anteriores.

10. Si una particula se desplaza por una
trayectoria curvilinea, al menos tiene:

a) Aceleracion tangencial.

b) Aceleracion normal o centripeta.

c) Rapidez variable.

d) Ninguna de |las respuestas anteriores.

En las preguntas desde la numero 11
hasta la nimero 20, el movimiento de las
particulas es rectilineo, y los graficos
posicion, velocidad y aceleracion en
funcion del tiempo realmente son sélo de
las componentes de estas magnitudes en
la direccion del movimiento:

11. En el grafico componente de la
posicion en funcion del tiempo, el valor
de la pendiente en cada punto repre-
senta:
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a) Ladistancia total reconida.

b) El valor de la aceleracion
(componente).

c) Elvalorde lavelocidad
(componente).

d) Ninguna de las respuestas ante-
riores.

12. Sila pendiente enuna grafica v xtes
cero, significa que:

a) La aceleracion es constante y dife-
rente de cero.

b) El movil esta enreposo.

c) Elmovil se mueve hacia laizquierda.
d) Ninguna de las respuestas ante-
riores.

13. Una particula se desplaza de
acuerdo con el grafico siguiente. Cual
sera la ecuacion de la posicién (x) en
funcién del tiempo (1)?

w A

» i(s)
0 20

a)x =20+ 5t

b) x = 20 + 5t

c)x=100-20t

d) Ninguna de las respuestas ante-
riores.

14. En el gréfico siguiente se representa
la posicion de una particula en funcién
del tiempo:

AX




14.1 De acuerdo con el gréfico se puede
afirmar que:
a) En el tramo BC el movimiento es
uniforme.
b) Desde el tiempo t hasta 2t, la particula
seencuetra enel origen.

c) Enlos tramos AB y CD el movimiento es
uniforme.
d) Ninguna.

14.2Eleltramo BC:
a) La velocidad es mayor que en el tramo

\_/w\-’

La velocidad es igual que en el tramo

> o >
o= o

c) La velocidad es la maxima en todo el
movimiento.
d) Ninguna.

14.3Eneltramo 6(3:

a) Lavelocidad es variable.

b) La velocidad es igual, en modulo a la
deltramo AB.

¢) Lavelocidad disminuye gradualmente.
d) Ninguna.

15. En el gréafico siguiente se han represen-
tado las posiciones de dos particulas, Ay
B, en funcion del tiempo:

15.1 Con relacion al grafico se puede
afirmar que: )

a) Ay B inician el movimiento al mismo
tiempo.

b) En el tiempo ts, las dos particulas
tienen igual velocidad.

c) Hasta el tiempo ts , las dos particulas
recorren la misma distancia.

d) Ninguna.

15.2 De las velocidades de A(U:) y de
B(v b) se puede afirmar que:

a)va< Vb

b)J)va= vb

c)va=2vb

d) Ninguna.

16. En el graico siguiente se han repre-
sentado las velocidades de dos parti-
culas, Ay B, en funcion del tiempo:

AV A

B

» |
0 t1

16.1 De las aceleraciones de A (a4) y de
B (as) se pueden afirmar que:
a) aa > as
b) aa < ae
C) aa=2as
d) Ninguna.

16.2 Las distancias recorridas por A(da )
y por B(de ) en el intervalo de tiempo
desdet =0 hastat =t se cumple que:
a)ds =ds
b)da < ds
c)da >ds
d) Ninguna.
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17. En el grafico siguiente se representala 18.2 Para este movimiento se cumple

variacion de la velocidad (componente)
de dos particulas A y B en funcién del
tiempo. El area rayada representa:

Ay

t
—»

a) La diferencia de las aceleraciones de
los dos moviles.

b) La suma de las distancias recorridas
porlos dos moviles.

c) La diferencia entre los espacios
recorridos por los dos moviles.

d) Ninguna.

18. En el gréfico siguiente se representa la
variacion de la velocidad de un punto
material en funcion del tiempo:

18.1 Se puede afirmar que:

a) El movimiento es retardado en los
tramos AB, CDy DE.

b) El movimiento Unicamente es retar-
dado en AB.

c) El movimiento es retardado en los
tramos ABy CD.

d) Ninguna.
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que:
a) En ningun instante la velocidad es
nula.

b) El movimiento es uniforme en el
tramo BC.

¢) El movimiento es retardado en el
tramo DE.

d) Ninguna.

19. En el siguiente gréafico se representa

(Ux .x 1) para una particula, y se cumple
que:
A Ux

A

95

-1

a) Lavelocidad mediaentret=0y

t=2t, esnula.

b) Lavelocidad media esigual a
vm=tia

c) En el tramo AB, la particula se mueve

hacialaizquierda.

d) Ninguna.

20. Conrelacion al gréfico de la pregunta

19, en el punto B:

a) La aceleracion es nula.

b) La particula invierte el signo de la
aceleracion.

c) La particula invierte el sentido de
movimiento.

d) Ninguna.

21. Se deja caer una moneda desde una

ciertaalturay llega al suelo en un tiem-



pot. Sise dejara caer de una alturaigual a
la cuarta parte de la inicial, el tiempo en

llegar al suelo seria:
a) t/2
b) t/4
C)Jf >
d) Ninguna.
22. Una bola de vidrio se deja caer desde
una determinada altura sobre una mesa
horizontal y, luego de impactar en ésta,
rebota hasta una altura igual a la cuarta
parte de la inicial. La relacién de los ©) AV
modulos de velocidad de la bola al llegar -
alamesay alabandonarlaes:
a) 12 : R
b) 14
c) 4
d) Ninguna.

23. Se lanza un cuerpo verticalmente hacia
arriba, despreciando la resistencia del d A
aire. ¢Cual es el grafico que mejor
representa la variacion de la velocidad
(componente) en funcién del tiempo,
desde el lanzamiento hasta que regresa
al punto de partida?

a
) A'Uy
UO r—
| 24. En un movimiento parabdlico cual-
: quiera, se mantiene constante:
) i
B et |
; : a) La componente de la velocidad en el
E E eje horizontal x.
E E b) Elmédulo de la velocidad.
5 3 2'1 —> ¢ c) La aceleracion.

d) Ninguna.
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25. Sise dispara un proyectil con un angu-
lo de elevacion de 45° | la relacion entre
el alcance horizontal y la altura maxima
del proyectil es de:

a) 4

b)1

)2

d) Ninguna.

26. En el movimiento circular uniforme, se
mantiene constante:

a) El vectoraceleracién normal
(centripeta).

b) Lavelocidad angular.

c) La posicion angular.

d) Ninguna.

27. Sobre un disco que gira con MCU se
marcan dos puntos Ay B. Sielradiodela
trayectoria A (Ra) es el doble de la
trayectoria de B (Re), Ra = 2 Rs, se
cumple que las relaciones de las veloci-
dades angulares, médulo de velocida-
des y modulo de aceleraciones cen-
tripetas de A con relacién a B son res-
pectivamente:

a)2;2; 1
b)1;2; 1
e)1122
d) Ninguna.
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28) En el movimiento circular uniforme-
mente variado de una particula, se man-
tiene constante:

a) Elvectoraceleracién tangencial!.
b) La aceleracidntotal.

c) Laaceleracién angular.

d) Ninguna.

29. Una particula se desplaza por la tra-
yectoria de la figura con rapidez
constante (modulo de la velocidad
constante). Con relacién al moédulo de
la aceleracion en los puntos A, BY C, se
podria afirmar que:

a)aa= a8 = ac =0
b) aa= ac;as =0

C) ac > aa> as

d) Ninguna.

r<R

i
B

30. Una particula se desplaza con MCUV

de aceleracion angular x sobre una
trayectoria de radio R. Si parte del repo-
so el modulo de la aceleracion total en

funcion deltiempoes:
a)aR +otR

b)AXR Y1+ oCt*

c) &¢t’R

d) Ninguna.



3. DINAMICA

La Dinamica tiene por objeto estudiar el movimiento de un cuerpo, relacionandolo con
las causas que lo generan. Estas causas son el resultado directo de la interaccion del
cuerpo analizado con otros que lo rodean, y son bien definidas por un concepto
matematico denominado fuerza, que tiene caracteristicas vectoriales.

Los efectos que produce la aplicacion de una fuerza sobre un cuerpo, generalmente
son deformaciones y, o, movimiento. El movimiento puede ser de traslacion o de
rotacién. o ambos a la vez. Si consideramos al cuerpo como una particula (punto
material), el inico movimiento es el de traslacion.

En este capitulo se analizara la dinamica de una particula con relacion a la traslacion
rectilineay circular.

NATURALEZA DE LAS FUERZAS. La fuerza mide el grado de interaccion entre dos
cuerpos. La interaccion puede ser de diversas formas: a distancia, por contacto,
nuclear. etc. Todas estas interacciones naturales originan unicamente cuatro tipos de
fuerzas; gravitacionales, electromagnéticas, nucleares fuertes y nucleares débiles.

« FUERZA GRAVITACIONAL. Es la atraccién que ejercen entre si dos cuerpos, a
causa de sus masas. Generalmente la masa de un cuerpo es la cantidad de
substancia que tiene, aunque en Fisica, y particularmente en Dinamica, tiene otra
interpretacion, que se tratara posteriormente.

o FUERZA ELECTROMAGNETICA. La producida por un cuerpo cargado
eléctricamente, ya sea que esté en reposo 0 en movimiento. Si esta en reposo, solo
se genera una fuerza eléctrica; si el cuerpo cargado se mueve, ademas de la fuerza
eléctrica, se genera una fuerza magnética.

« FUERZA NUCLEAR FUERTE. Es la responsable de mantener unidos los protones y
neutrones en el nucleo atémico. Esta fuerza no obedece a ninguna ley conocida,
sino que decrece rapidamente, hasta practicamente anularse cuando la distancia
entre los cuerpos es mayora 107°m
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 FUERZA NUCLEAR DEBIL. Es de naturaleza y caracteristica diferente a la anterior, a
pesar de que también se origina a nivel nuclear. Esta fuerza tampoco cumple una ley
estableciday se encuentra en el fendémeno fisico de la radiacion.

En casi toda actividad se puede advertir la presencia de fuerzas, de las cuales son
analizadas en la Dinamica:

- Peso - Elastica
- Normal - Tensiéon
-Friccion o rozamiento

EL PESO. Es |a fuerza con que la Tierra atrae a todos los cuerpos. Esta dirigida hacia el
centro del planeta, en virtud de lo cual para un observador en la superficie de la Tierra,
el peso es una fuerza vertical dirigida hacia abajo (perpendicularala horizontal).

El valor del peso deuncuerpo es:

Peso = mg, donde:  m = masa del cuerpo (3.1.1)
g = aceleracion de la gravedad.

mg

mg mg
mg

L ’f”rl"lll L L4

mg
mg

El peso hace que todos los cuerpos caigan siempre en direccion hacia el centro de la
Tierra.

Lamasa m de un cuerpo es la cantidad de materia que lo forma, la cual es constante y
no presenta variacion alguna de un lugar a otro.

La aceleracion de la gravedad g no es la misma en todos los lugares del mundo; hay

pequenas variaciones de un lugar a otro, razén por la cual el peso de un cuerpo varia
de acuerdo con el lugar.
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La Tierra no es esférica; es achatada en los polos y se comporta como sitodo su poder
de atraccion estuviera acumulado en su centro. Esto hace que cuando mas cerca de él
esteé un cuerpo, mayor sera supeso. Enlos lugares donde g tiene un valor elevado, los
pPesos son mayores.

Por ejemplo, el peso de un cuerpo es mayor en los polos (g = 9,82 m/s? ) que en el
ecuador (g = 9,77 m/s?).

La aceleracion de la gravedad en la Luna es 1/6 de la correspondiente en la Tierra, es
decir, un cuerpo pesaen laLuna 1/6 de su pesoenlaTierra.

No se debe confundir masa con peso, porque la masa es una cantidad escalar,
mientras que el peso es una cantidad vectorial.

NORMAL. Es una fuerza que se genera cuando dos cuerpos estan en contacto. Tiene
unadireccion perpendicular a las superficies en contacto.

N N

[ N

l _—

CIPTTTTT7TTT77777777

mg

7

Enalgunos casos, el valor de la fuerza normal es igual al del peso, pero eso no significa
que estas fuerzas siempre cumplan algin tipo de relacién. Son diferentes; su origen
las diferencia.

FUERZA DE ROZAMIENTO. Se genera cuando dos cuerpos estan en contacto y el
uno tiende a moverse o se mueve con relacién al otro. Tiene una direccién tangente a
las superficies en contacto y su sentido sobre cada cuerpo es el opuesto al
movimiento relativo o a sutendencia en relacién con el otro.

La fuerza de rozamiento se origina basicamente debido a las rugosidades
superfictales de los cuerpos en contacto. A pesar de que a simple vista nos puedan
parecer totalmente lisos, si se los ve al microscopio, se tendra algo como lo que se
esquematiza en estafigura:

NNV A/ SANAN
NN NN NN
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La fuerza de rozamiento se denomina estatica o dinamica, segun si los cuerpos entre
si, tiendan a moverse o se muevan.

Si un cuerpo tiende a moverse sobre otro, es porque sobre él actGa una fuerza que
produce tal tendencia. La fuerza de rozamiento que en esas condiciones se genera, es
la fuerza de rozamiento estética (fr:) y su valor es igual al de la que ocasiona la
tendencia, pero de sentido opuesto. Es claro entonces que sera variable, pero debe

tener un valor como maximo, luego de lo cual definitivamente el cuerpo se mueve en
relacion con el otro.

Elvalor de lafuerza de rozamiento estatica maxima es:

fre(méax) = ue.N, donde (3.1.2)
Me = coeficiente de rozamiento estatico y ,
N = reaccion normal entre los cuerpos en contacto.

De lo anterior se concluye que la fuerza de rozamiento estatica es variable, y toma

valores comprendidos entre ceroy el valor de la fuerza de rozamiento estatica maxima,
(4e.N), es decir:

0 < fro <pe.N (3.1.3)

Cuando el cuerpo se mueve con relacién a otro, estando los dos en contacto, se
genera la fuerza de rozamiento cinética (frc), cuyo valor es constante dentro de un
cierto rango de velocidades.

fre(max) = <N, donde (3.1.4)
Me = coeficiente de rozamiento cinéticoy,
N = reaccion normal entre los cuerpos en contacto.

A e

B
Al aplicar progresivamente la fuerza F al cuerpo A, los picos de éste que estan
enclavados enlos valles de B, soportan una oposicién lateral, paralelaalas superficies
de contacto, que impediran el movimiento. Al aumentar el valor de F, también lo hara el

de la fuerza de oposicién, pero hasta un valor limite, donde el movimiento es

inminente. En ese instante la fuerza de rozamiento estatica tiene su maximo valor
(Me.N).

A partir de alli, si aumenta F, el cuerpo A se mueve con relacién a B y el contacto entre
los cuerpos es ya solo a nivel de los picos, lo cual disminuye la oposicién. Esto ademas
permite explicar por qué el coeficiente de rozamiento estatico (4e) es ligeramente
mayor que el coeficiente de rozamiento cinético (u.).
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Para estas condiciones, que F aumenta gradualmente en funcién del tiempo, la fuerza
de rozamiento cumple aproximadamente con el siguiente grafico:

* Fr
! Reposo —’K_— Movir ents ——p
fre(max) f=====----====-5

frofassssoiaass S5 frc = cte.

>

0

En algunos materiales, el coeficiente de rozamiento estéatico (1e) y el cinético ( jic) son
practicamente iguales; en esos casos se considera que Lt es Unico.

FUERZA ELASTICA. Un cuerpo se denomina elastico cuando bajo la accién de
fuerzas - dentro de ciertos limites - se deforma, pero al retirar el agente de
deformacion, el cuerpo regresa a sus condiciones iniciales de forma y tamano. La
fuerza que ileva a restituir al cuerpo sus condiciones iniciales (naturales), se denomina
fuerza elastica, la cual es directamente proporcional a la deformacién. La fuerza
elastica y la deformacién tienen sentidos opuestos.

En Dinamica, un modelo frecuente para el andlisis de la fuerza eléstica lo constituye el
resorte.

Siaun resorte de longitud natural (L. = longitud sin deformar), fig (a), se le aplica una
fuerza F1 , se deforma alargandose, fig (b): pero en el resorte se genera una fuerza
elastica - que tenderd a volverlo ala posicién inicial.

Lo A

E

AOOUOUOUSNANSNNN
—
&

e e s F1
“ LF »
y — X —»
AWN—" ©
54— LF—»

Si se comprime el resorte mediante la aplicaciéon delaFs. fig (c), tratara de volver a su
longitud natural, al generar una fuerza elastica F. haciatal posicion.
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En conclusién. la fuerza eléstica siempre estara dirigida hacia la posicién en que el
resorte no esta deformado, y su valor depende de la variacién de la longitud del resorte
con relacién a su longitud natural. Mateméaticamente, esto se expresa:

Fe = -kx, donde (3.1.5)
Fe = fuerza de recuperacion elastica
k = constante del resorte
x = deformacion (x = Lr- Lo)

El signo menos indica que la fuerza de recuperacion tiene sentido opuesto al de la
deformacion.

TENSION DE UNA CUERDA. La cuerda es un elemento flexible que sirve para
transmitir la accion de una fuerza aplicada. En condiciones ideales la fuerza
transmitida es la misma en cualquier seccién de la cuerda, o sea que, la fuerza no se
pierde.

O- —
A B

La aplicacion de una fuerza F al extremo B de la cuerda, determina que en el punto A la
cuerda transmita una fuerza (tensién) ala pared.

Las cuerdas siempre transmiten fuerzas de tensién (traccién) sobre el cuerpo al cual
estan unidas.
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3.2 LEYES DE NEWTON

Las caracteristicas del movimiento de una particula estan determinadas por las
caracteristicas de la fuerza neta o resultante que actia sobre ella, y su interrelacién
esta descrita por las leyes del movimiento de Newton.

Las leyes fundamentales del movimiento son tres. Se las conoce como las Leyes de
Newton, en honor a quien las formulé y publicé en 1687, Isaac Newton, en su libro
Principia Mathematica Philosophiae Naturalis.

PRIMERA LEY DE NEWTON. Conocida también como Ley de la Inercia o Ley de la
Estatica.

Dice: Todo cuerpo contintia en su estado de reposo o de MRU, a menos que se le
obligue a cambiar ese estado por medio de fuerzas que actiuan sobre él.

Se denomina Ley de la Inercia porque el cuerpo por si mismo permanece en reposo 0
en MRU y si experimenta un cambio en su velocidad (aceleracién), en contra de su
tendencia a permanecer en reposo o en MRU, es porgue sobre él actia una fuerza
neta exterior que le obliga a cambiar de estado.

La oposicion que presenta todo cuerpo a un cambio en su estado de reposo o
movimiento, se llama inercia, que es cuantificada por la masa del cuerpo. Cuanto
mayor es la masa, mayor es la inercia.

También esta primera Ley se denomina Ley del Equilibrio o de la Estéatica, porque a
estos estados corresponde la condicion de que la aceleracion es nula.

SEGUNDA LEY DE NEWTON: Conocida también comao Ley de la Dindmica o Ley de
la Fuerza:

La aceleracion de un cuerpo es directamente proporcional a la fuerza Neta que
actua sobre él, e inversamente proporcional al valor de su masa.

5
m

a o

e

F = m.a, donde: a = aceleracion
m = masa del cuerpo
2

= fuerza neta (3.2.1)
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La fuerza neta es una magnitud vectorial que tiene la misma direccion y sentido de la
aceleracion: (Ur = Ua).

La fuerza neta es la fuerza resultante, igua! a la suma vectorial de todas las fuerzas que
actuan sobre el cuerpo:

YF= Fi+F2+ Fa.... (3.2.2)
LF=ma (3.2.3)

De este anélisis se puede deducir que la primera Ley de Newton es un caso particular
de lasegunda, en la cual la aceleracién es nula:

Z-IE = 0 ( primera Ley de Newton)
- (3.2.4)

UNIDADES: La fuerza es una magnitud vectorial, cuyas unidades son las de una
masa multiplicada por las de aceleracion:

EnelSl: -
ma =F 5
1 [Kg.].1[m/s'] = 1[1N] (Newton)
1 Newton es la fuerza que produce una aceleracion de 1 m/s*
a una masa de 1 kg.
Enel CGS:

ma =F
1[g].1[cm/s’] = 1[dina]
1 Dina es la fuerza que produce una aceleracién de 1 cm/s®

aunamasade 1g.
EnelTécnico:

ma =F
1 [utm].1[m/s’] = 1[Kgf] (Kilogramo - fuerza)

1 kilogramo-fuerza es la fuerza que produce una aceleracion
de 1 m/s’ a una masa de 1 utm

Enellinglés: 2
ma =F
1 [slug].1[pie/s?] = 1[lgf] (libra- fuerza)
1 libra-fuerza es la fuerza que produce una aceleraciéon
de 1 pie/s?a una masa de 1 slug.
EQUIVALENCIAS:
1[Kg]=10'[g] 1[N]=1[kg].1[m/s?]
1[utm]= 9,8 [kg] 1[N]= 10’[g].10°[cm/s]
1[slug]=14,59 [kg] 1[N]=10’[dinas]
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1[ksf]=1[utm]. 1[m/s?] 1{Ibf]=1[slug].1[pie/s?
1[kef]= 9,8 [kg].1[m/s?] 1[Ibf]=14,59 [kg].0,3048 [m/s]
1[kof]=9,8[N] 1[Ibf]=4,45[N]

DIMENSIONES:

F=ma
(F]=[M].[L.T")
[F1=[M.L.T?]

TERCERALEY DE NEWTON. Conocida como Ley de Accién y Reaccion:

Cuando dos cuerpos interactian, la fuerza que el primero ejerce sobre el
Segundo (accion), es igual a Ia que éste ejerce sobre el primero (reaccién) en
modulo y direccién, pero en sentido opuesto.

Por ejemplo, si los cuerpos Ay B de la figura interacttan, la fuerza que el cuerpo A

ejerce sobre el cuerpo B (Fa/s) es igual y opuesta a'la que el cuerpo B ejerce sobre el
cuerpo A:(Fs/a):

A et -~ B '?B/A — ﬁ\fg (325)

Sin embargo, estas fuerzas no se anulan porque actian en cuerpos diferentes.

Con la aplicacién de las Leyes de Newton, se puede analizar el movimiento de las
particulas, interrelacionandolas con las causas que lo generan.

CONDICIONES DE EQUILIBRIO DE UNA PARTICULA. Segun la primera Ley de
Newton, una particula est4 en equilibrio (reposo o MRU) cuando la fuerza neta que
actua sobre ella es nula, condicién Unica para que una particula esté en equilibrio:

SF=0 (3.2.6)
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Pero como la fuerza puede tener componentes en los diferentes ejes, entonces se

tiene:
S SFx=0 vy (3.2.7)
EFy =0 (3.2.8)

Si en un problema se tienen varias particulas en equilibrio, estas condiciones se
aplicanacadaunadeellas.

REGLAS PARA RESOLVER PROBLEMAS DE DINAMICA. En la resolucién de
problemas de Dindmica, es necesario tener mucho orden, para lo cual es conveniente
tomar en cuenta algunas reglas Gtiles que faciliten los analisis:

1.Seaislael o los cuerpos de interés.

2.Se elige un sistema de referencia ortogonal adecuado para el andlisis del
movimiento de cada cuerpo. El sistema debe tener un eje que coincida con la
direccion de la aceleracion del cuerpo.

3.Se representan vectorialmente todas las fuerzas que actian sobre cada cuerpo,
teniendo en cuenta primeramente su peso. Cada fuerza se representa por un vector
cuyo origen parte del cuerpo, que es considerado como un punto (particula). Las
fuerzas que no coincidan con las direcciones de os ejes, se proyectaran sobre éstos
para encontrar sus componentes. Como los movimientos a analizar estan conte-

nido en un plano , sera ,suficiente calcular las componentes de las fuerzas en los
ejesx (Fx) ey (Fy).

4. Se plantea la segunda Ley de Newton en cada eje del sistema de coordenadas,
obteniéndose generalmente un sistema de ecuaciones. Si el sistema analizado lo
constituyen cuerpos (particulas) interconectados entre si mediante cuerdas,
resortes, poleas, etc, se considerara que estos elementos poseen masas
despreciables y que no generan friccion; ademas, en este caso, a las ecuaciones
obtenidas anteriormente se anadiran las que la geometria del movimiento
determine. Esto Ultimo significa que al estar las particulas interconectadas entre si, el
movimiento de una de ellas determina caracteristicas en el movimiento de la o las
otras, estableciéndose asiuna relacion entre sus aceleraciones.

5. Resolver el sistema de ecuaciones que pennitan calcular las incognitas y analizar los

resultados.

1. A un mévil de 1500 kg que va por una carretera recta se le aplica una fuerza
constante de, 3000 [N] durante 10 s, en la misma direccion del movimiento, luego de
lo cual adquiere unavelocidad de 180 km/h. Determinar:
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a) La aceleracion del movil.
b) Qué velocidad tenia el mévil antes de ser aplicada la fuerza.
c) Elespaciorecorridoenlos 10s

z N
a) F=ma = a= 2 = el = 2m/s’
m 1500 kg

b) v =vs + a. At UV =180 km/h = 50m/s
Vo=V - a.At
Vo= 50m/s - 2m/s .10s
Vo= 50m/s - 20m/s
Vo= 30 m/s

C) Ar =Us.At + Ysa.At?
Ar =(30m/s)10s + Y2(2m/s?)(100 &)
Ar = 300m + 100m
Ar =400 m

2.Un cuerpo de 10 kg esta en reposo en el origen de coordenadas. Sient=0ssele
aplicaunaF = (25 i-46] ])[N], determinar:

a) Laposiciondel cuerpoent = 10s.
b) Lavelocidad del cuerpot = 15s.

a) Las componentes de la posicion son:

ZFx 25[N
¥ Fx= m.ax = ax= = 5[ ] = 2,5m/52
m 10 kg
c) Ix =ypd°t + Veax.At?
e = V2(2,5m/s%) (100%)
=125 m
CF. -46[N
DF= may = ay=— =0 _ -4,6m/s’
m 10 kg

La posicion del cuerpo

-

? =TIxl+ fyT
T = (125-230j)

ry =M‘% + Veay At
ry = Y2(-4,6m/s%) (1005
ry=-230 m
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b) Las componentes de la velocidad son:

0
’Ux='lé)p/+ ax.At 'Uy='l)(/'f*' ay.At
vx = 2,5m/si15 s Vy = (-4,6m/s?).15 s
Vx = 37,5m/s Vy = -69m/s
Lavelocidad es:
V =Vxi +Vy]

v =(37,51 - 69 ))m/s

3. Enla figura, si el cuerpo es de 30 kg y e! coeficiente de rozamiento cinético es 0,2,
determinar:

S ST SS ST T777777 77777777

a) Cual es el valor de la aceleracién del cuerpo si F = 100[N]

b) Qué valor debe tener la fuerza, para que el cuerpo se mueva con velocidad
constante.

c) Qué valor debe tener la fuerza, para que el cuerpo se mueva con una aceleracion
de1,5mf/s.

AY

" N -

e F

f F.sen 20° !
_____________ ) 20° e R
F.cos 20°
TT77777 777 A7 777
mg
a) FR=0 : L F=m.a

N+Fsen20° -mg =0 ' Fcos20° - fr= m.a
N= mg - Fsen20° (1) Fcos20° - u.N=m.a (2)

Reemplazando (1) en (2):
Fcos20° - u(mg - Fsen20°)= m.a
Fcos20° -umg + uFsen20° = m.a
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a _ _F(cos20° +usen20°)-umg

100,81[N]- 58,8[N]

m
o) LFR=0
N+Fsen20° - mg = 0
N= mg - Fsen20° (1)

Reemplazando (1) en (2):
Fcos20° - u(mg - Fsen20°)= 0

Fcos20° - umg +uFsen20° = 0
F(cos20° +usen20°)=u mg

= 1,4 m/s?
30 kg

2 K= 0, para que v =cte.
Fcos20° - fr=0
Fcos20° - u.N=0 (2)

F_ umg _ _0.2(30kg)(9.8 m/s’) _ 58,33[N]
c0s20°+ u .sen20° c0s20°+ 0,2sen20° '
:) EFY=O Zsz m.a
N+Fsen20° -mg = 0 Fcos20° - fr= m.a
N= mg - Fsen20° (1) Fcos20° - u.N= m.a (2)

Reemplazando (1) en (2):

Fcos20° - u(mg - Fsen20°)= m.a
F(cos20° + wsen20°)- u mg = m.a

F_ m.a +umg _ _30kg(1,5m/s’)+ 0,2(30kg)(9,8 m/s?)

Cc0s20°+ i .sen20°

= 102,97[N
cos20°+ 0,2.sen20° 02,97IN]

Un bloque de masa m se desliza con veloci-
dad constante hacia abajo en un plano incli-
nado, que forma un angulo O con la hori-
zontal. Determinar el valor del coeficiente

de rozamiento entre el blogue vy el plano
inclinado.
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LFR=0 ¥ K= 0, para que se deslice con v =cte.

N-mg.cos® =0 fr-mg.sen@® =0
N= mg.cos@ (1) #N = mg.sen® (2)
1 = mg.sen 8
N
Reemplazando (1) en (2):
i mg.sen©
N
- mg.sen 0
mg.cos 8
sen®
,U. —
cos®
M = tagB
5. El sistema de lafigura esta en reposo cuando

ma = 12kgy me= 3kg. Determinar:

7777777777

a) Elvalor de latensién en la cuerda.
b) Que fuerza de rozamiento actGa sobre el bloque
A.

c) Cual es el maximo valor de la masa del bloque B
para que el sistema permanezca ain en
equilibrio, si el coeficiente estéatico de rozamiento
entre el bloque Ay la superficie horizontal es 0,4.
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Bloque B:
y Iy
N T
fr T
—>— > X = » X
Ymng *meg
a) Bloque A: Bloque B:
LR=0 LFE=0 YR=0
N=mA.g T-fr=0 T-ma.g =0
N= 12 kg.9,8 m/s T=% (1) T=ma.g (2)
N= 117,6[N] T=3kg.9,8m/s’

T = 29,4[N]

b) En la ecuacién (1)
fr=T
fr = 29,4[N]

c) El sistema esta a punto de moverse cuando la fuerza de rozamiento es la estatica
maxima:

T = froax (1)
T = Me.N

T =0,4.117,6[N]
T = 47,04[N]

y en este caso el valor méximo de ms es:

T 47,04
T=ms.g = me= = DA =4,8 kg

g 9,8 m/s?
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6.El sistema de la figura consiste de dos bloques A y B de masas may ms
respectivamente, sujetas por una cuerda inextensible de masa despreciable. Se
considera que no hay friccion entre el plano horizontal y el bloque A:

a) Sima=8kgyms=12kgy el sistema
parte del reposo, determinar la
aceleracion de cada bloque y la tension
de la cuerda.

b) Si al inicio del movimiento, A se mueve
hacia la izquierda con una rapidez de
4m/s y llega a detenerse instanta-
neamente cuando se ha desplazado3 m

A

PO T T T TS

8 a partir de la posicion inicial, determinar
larelacion (me/ma).

c) Si el sistema parte del reposo, deter-
minar la relacion (ms/ma) para que la
aceleracion de los bloques sea la quinta
parte del valor de la gravedad.

Bloque A: Bloque B:
A
y s
N .
1 ) A |
T T
> o 5
y e
a) Bloque A: Bloque B:
X R=0 _
: 2 Fx= ma.aa Y R=0
N -ma.g =0 1 5
N = mi.q T=maaa (1) meg-T=meas (2
N= 8 kg.9,8 m/s
N= 78,4[N]

Hasta el momento se tiene un sistema de dos ecuaciones con tres incognitas (T,aa,as),
pero el movimiento de A no es independiente del movimiento de B, por lo que las
caracteristicas de su movimiento deben determinar las caracteristicas del movimiento

del otro. Esto sucede siempre que se analice el movimiento de particulas que estan
conectadas entre si.
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En este caso si A se mueve hacia la derecha una cierta distancia (d. ), B se movera
hacia abajo una distancia (ds), pero como la cuerda es inextendible, d = ds, en cada
instante V. =: -y a: = a . De este andlisis es de donde se obtiene la relacion faltante
para resolverel sistema:

dr» = ds = 4a (3)
Entonces las ecuaciones anteriores seran:

T=ma.a (1)
me.g-T=ms.a (2

Resolviendo el sistema tenemos:

T=ma.a
me.g-T=ms.a

ms.g =ma.a+ ms.a (3)

me.g _ 12kg.9,8 m/s?

= =5,88 m/s*
ma+ms  8kg+ 12kg

a=

Reemplazandoen (1):

T=ma.a
T = 8 kg.5,88m/s’
T =47,04[N]

b) Vo= 4m/s
d =3m
vf =0
v2 _ (4m/s)*
2da  2(3m)

Y2=vi-2as.dn aa= = 2,67 m/s’

Reemplazando este valor en la ecuacion (3), tenemos:

me.g = MA.a + ms.a
me.g = Ms.a + Ma.a
ms(g - a) = ma.a

ms . 2,67m/s — 037

mA g-a 9,8 m/s -2,67 m/s?
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c) a= g/5, reemplazando este valoren (3):

ms.g =Ma.a + Mms.a
ms.g - Me.a = mMa.a
ms(g-a)=ma.a

ms a. a/s 1

Una esfera de 30 kg se encuentra en
equilibrio apoyada sobre dos planos
lisos, como se indica en la figura.
Determinar el valor de las reacciones que
actian sobre la esfera en los puntos de
contacto de ésta con los planos.

P

P
o) ARTTRRBMSEY
¢
(7]
q
Y

ZR=0 mg
Ra.sen60° + Rs.sen45° -mg=0 (1) Y
k=0

Ra.cos60° - Re. cos45° =0 (2)

Sumando (1) y (2):

Ra.sen60° + Re. seNd45° -mg =0
Ra.cos60° - Rs/cos45° =0

Ra.(sen60° +c0s60°) = mg

, puesto que sen45° = cos45°
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mg

Ra =
sen60°® +cos60°
Rs = 30kg.9,8 m/s
sen60° +cos60°
Ra=215,22[N]

Reemplazando Raen

(2):

Ra.cos60° - Rs. cos45° = 0

Ra.cos60°
Rs =
cos45°
Rs — 215,22[N]
cos45°
Re=152,18[N]

8. Un cuerpo se desliza:
luego continia moviénd

primero, a lo largo de un plano inclinado. un &ngulo de 45° y
ose sobre un plano horizontal hasta detenerse. Determinar el
coeficiente de rozamiento, si se conoce que el cuerpo recorre en el plano horizontal el
triple de la distancia que en el planoinclinado.

3L

|
Ve LT E L T
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En el plano inclinado:

a\

mg sen 45°

N

mg cos 45°

mg 0 X
L45
F=0 X F= m.a:
N- mg.cos45® = 0 mg.send5° - fr = m.as
N = mg.cos45° (1) mg.send5® - uN=m.a (2)

Reemplazando (1) en (2), tenemos que la aceleracion es:
mg.send5° - u(mg.cos45°®) = m.a
a1 = g(send5° - .cos45°) (3)

La velocidad del cuerpo al finalizar el plano inclinado es:
vs12=y.(1'§+ 2a; .L ; reemplazando (3):
Vrf= 2g(send5° - cos45°).L

En el plano horizontal:

— » N —_—
" MOV

fr
X -

ZELLEPALLL LA ZRLANLAALAL LA LLLEA AL

k 4 mg
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LFR=0 LFx=0
N -mg =0 fr =m.a2

N = mg (4) u.N =m.az (5)

Reemplazando (4) en (5), tenemos que la aceleracion es:

Mmg=maz => az=ug

La velocidad final del cuerpo en el plano horizontal es nula:
y/;;—-'l,‘322+ 2a2 (BL), donde 1.2 =vrf
0 = 2g(sen45°® - .cos45°).L - 2.9(3L)

/ng{sen 45",1./;2/)gfcos45°.)./ B@gﬁ =0

sen 45° = u( cos45° +3)

. Sen45° _
M =—Cos45 73— =
Dos cuerpos A y B de 2 Kg v 4 kg
LLLLLLLLLY L LS L respectivamente estan sujetos a los
extremos de una cuerda que pasa poruna
polea sin peso ni rozamiento. Si los
Cuerpos parten del reposo y a una misma
altura, determinar:
a) La aceleracion del sistema cuando se le
dejaenlibertad.
b) Latensién de la cuerda.
e o £ Y § Y - T - ¢) La velocidad del bloque B cuando se ha
movido 1m.
d) La velocidad del bloque A al cabo de
4s.
e) Eltiempo que tardaran en desnivelarse
6m.
Cuerpo A: Cuerpo B:
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a) Cuerpo A: Cuerpo B:
L F=maa L F=ms.a
T-mag=maa (1) meg-T =ms.a (2

Sumando (1) y (2), tenemos:

T- mag=ma.a
-T+ msg =ms.a

g(ms-ma) = a (ma+ms)

i g(ms- ma)
(ma+ms)

. 9,8m/s*(4kg - 2kg)
2kg + 4kg

a =3,27 m/s’

b) Reemplazando en la ecuacién (1):

T=mag=m.a
T=ma.a+ mag
T=ma(a+g)

T = 2kg(3,27 m/s’+ 9,8 m/s?)
T = 26,13[N]

1, T+ a At
27m/s?.4 s
13,08m/s

C) 12 =1,2"+ 2aar d v
v?= 2(3,27 m/s)1m v
v =256 m/s v

0
e) ar=uAl + %a.at?

At2= 2AT

a
At’= _ 2(3m)
1,35 m/s?

At = 1,35 seg
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10. La masa del bloque A es 5 veces la del bloque B. Si el sistema se suelta del reposo,
determinar la distancia recorrida por el bloque A a lo largo del plano inclinado y hacia
donde,cuando han transcurrido 3 s. Considerar gue no existe rozamiento.

LLLLLLLLLLS

M = 5me (1)

Cuerpo A: Cuerpo B: Polea Movil

Ay Ta Ta

a

> x
Lmag Te
Cuerpo A: Cuerpo B: Polea Movil
LFx= ma.aa LFy= ms.as ZFy=y‘g.a
ma.g.sen30°-Ta=ma.as (@)  Te- me.g =ms.as (3) 2h- B =0

B =2Ta (4)

Analizando la geometria del movimiento, se tiene que si el bloque B sube una distancia

ds , el bloque A desciende por el plano inclinado una distancia da igual al doble de ds.
Por lo tanto:

da = 2ds
VA= 2U8
as= 2as  en cualquier instante (5)
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Reemplazando (1), (4) Y (5) enlas ecuaciones (3) y (2), Y dejando todo entérminos de
aa,mayTa ,tenemos:

(2)ma.g.sen30° - Ta= ma.aa ; multiplicando por 20:
20m=.g.sen30° - 20Ta = 20ma.aa

10ma.g - 20Ta = 20ma.ax (2)
(3) Te -ms.g = ms.as
OTh - ma g = ma . aa
5 5 2

20TA - 2ma.g = ma.aa

Sumando (2) y (3) tenemos: .

10ma.g - 2074 = 20ma.aa
-2 Ma.g+20Ta = ma.aa

8 Ma.g , = 21ma.aa
s —
21
8(9,8m/s")
aa =
21

aa= 3,73m/s’

Como el resultado es positivo, los sentidos asumidos para el movimiento son
correctos.

Elbloque A desciende por el plano inclinado:

da =U}4t + 2 aa. At
da =" (3,73m/s?)(9 9
da= 16,79 m
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velocidad de 108 km/h en 10 s, cuando
se le comunica una fuerza constante de
98[N]. Determinar:

a) Laaceleracion producida.
b) Qué velocidad llevaba al empezar a
acelerar.

2. A un automévil de 1000 kg que va por
una carretera recta se le acciona con
una fuerza constante de 490[ N] durante
8 s, llegando a tener una velocidad de
36m/s. Determinar:

a) La velocidad que tenia el atGtomovil
antes de empezar a acelerar.

b) Qué velocidad lleva cuando ha
recorrido 150 m.

3. Una fuerza horizontal de 1568[N]

produce una aceleracién de 2,44 m/s’

en un cuerpo de 400 kg que descansa
sobre una superficie horizontal.
Determinar:

a) La fuerza normal ejercida por la
superficie sobre el cuerpo.

b) El coeficiente de rozamiento entre el
cuerpoy lasuperficie.

4. Un cuerpo de 6 kg parte del reposo y
adquiere una velocidad de 36 km/h en
una distancia horizontal de 28m.

Si pne= 0,25, determinar;

a) El valor de la fuerza horizontal
aplicada.
b) Laaceleracion producida.

EJERCICIO N° 13

1. Un cuerpo de 200 kg adquiere una 5.En un lugar de la superficie terrestre, un

6. Un automovil de 1200 kg cambia su

7.Uncuerpo de8kgestaenreposoenel

8. Un cuerpo de 2 kg se encuentra en el

cuerpo de 500 g pesa 4,89[N].
Determinar:

a) El valor de la aceleracién de la
gravedad en dicho punto.

b) La masa de un cuerpo de 200[N] en
dicho lugar.

velociclad en fgrma constante de
(-1 2_,’61 i-_12,79j)km/h a
(-701-71] ) km/hen 1 minuto.

Determinar:

a) La aceleracion producida
b) La fuerza ejercida por el motor.

punto (4,-7Jment=0s. Sise le aplica

una fuerza constante de (-8i+ 1.6))[N],
determinar:

a) La posicion del cuerpoent = 8s.
b) Lavelocidad del cuerpo ent=12s

punto (5,2)ment=2sconuna veloci-
dad de (-7 1 + 3 j)m/s. Si se aplica sobre
él una fuerza constante de
(-175i + 75j)[N] durante 6 s:determinar:

a) La posicion final del cuerpo.

b) El desplazamiento realizado por el
cuerpo.

c) Lavelocidad final del cuerpo.
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9. En la figura, un cuerpo de 20 kg se
mueve a lo largo de una superficie hori-
zontal lisa con una aceleracion cons-
tante de 1 m/s% Determinar:

a) Elvalor de la fuerza normal.
b) Qué fuerza F se necesita para produ-
ciresaaceleracion.

—>» F
IS ST 77

10. Un bloque de 15 kg se encuentra en
reposo sobre una superficie horizontal
como indica la figura. Cuando sobre él
actta una fuerza de 60[N] durante 3sy
Si e= 0,2, determinar:

a) Laaceleracion del bloque.
b) Lavelocidad final del bloque.

5 F=60[N]
LSS 777777777

11.Enlafigura, siel cuerpoesde 10 kgy
Mec= 0,15, determinar:

a) Qué valor debe tener la fuerza para
gue el cuerpo se mueva con velocidad
constante.

b) Qué valor debe tener la fuerza para

que el cuerpo se mueva con una acele-
racion de 2 m/s?

L AAL LT LLLLLTT LT

EJERCICIO N° 13

12. Un cuerpo de 5 kg es empujado hacia
arriba de un plano inclinado liso me-
diante una fuerza de 30[N] como indica
lafigura. Determinar:

a) La fuerza que ejerce el plano sobre el
cuerpo.
b) La aceleracion del blogue.

F = 30[N]

13. Enla figura, si el bloque es de 30 kg y.
Me =02, determinar:

a) El valor de F para que el blogue suba
con velocidad constante.

b) El valor de F para que el bloque baje
con velocidad constante.

c) El valor de F para que el bloque suba
con unaaceleracion de 1 m/s?

d) El valor de F para que el bloque baje
conunaaceleracionde 1 m/s?

F

30°

14. En la figura, si el bloque es de 16 kg y
Mec=0,1, determinar:

a) El valor de F para que el blogue suba
con velocidad constante.
b) El valor de F para que el bloque baje
con velocidad constante.
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c) El valor de F para que el bloque suba
con una aceleracion de 2 m/s?

d) El valor de F para que el bloque baje
con aceleracién de 2 m/s?

25°
777777777777 7777777

EJERCICIO N° 13

de rozamiento entre el cuerpo superior
y el plano es 0,1 Y entre el inferior y el
plano es 0,25, determinar:

a) En qué tiempo el cuerpo superior
alcanza al inferior.

b) La distancia recorrida por el cuerpo
inferior hasta que es alcanzado por , el
superior.

15. En lafigura, si el bloque esde 10 kgy 18.En la figura los bloques Ay B son de

e = 0,15, determinar:

a) El valor de F para que el bloque suba
con velocidad constante.

b) El valor de F para que el bloque baje
con velocidad constante.

c) El valor de F para que el bloque suba
conunaaceleracion de 0.7 m/s?

d) El valor de F para que el bloque baje
con una aceleracion de 0,7 m/s?2

IS 777

16. Se lanza un cuerpo hacia arriba, en un
plano inclinado de 28° respecto a la
horizontal, con una velocidad inicial de
10 m/s. Sipe= 0,2, determinar:

a) La distancia recorrida por el cuerpo
sobre el plano hasta detenerse.

b) El tiempo empleado en subir.

17. Dos cuerpos del mismo peso, inicial-
mente en reposo, se dejan en libertad
sobre un plano inclinado de 30°, hallan-
dose separados 25 cm. Si el coeficiente

(/777777 77777777777.

100 y 30 kg respectivamente. Determi-
nar la aceleracion de cada bloque vy la
tension de la cuerda cuando:

a) No hay rozamiento.

b) El coeficiente de rozamiento cinético
entre el cuerpoyel planoes0,15.

A
S E!

B

SONONNNNNNN

19. Enlafiguralos bloques Ay Bsonde 5

y 8 kg respectivamente. Si el plano
inclinado es liso, determinar:

30°

4
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a) La aceleracion de cadabloque.

b) En qué sentido se mueve cada uno
de los bloques.

c) Latensionde la cuerda.

d) La velocidad del bloque Balos 2 s
de dejarlo en libertad.

20.Enlafigura el blogue Besde 10kg. Si
el coeficiente de rozamiento cinético
paratodas las superficies es 0,3, deter-
minar:

a) La masa del bloque A para que los
dos blogues se muevan con velocidad
constante.

D) La masa del bloque A para que los
dos blogues se muevan con una
aceleracionde 1,5 m/s?

25°
7777777 777777777777 777777777

121. En la figura los bloques Ay B son de
45y 15 kg respectivamente. Sijue=0,2
paratodas las superficies, determinar:

a) La aceleracion de cada bloque.

b) En qué sentido se mueven los blo-
gues.

) La velocidad del bloque A, 4 s des-
pués de partir del reposo.

30°
LI 777 77777777777 /77

EJERCICIO N° 13

22. Dos cuerpos Ay B de 20y 12 kg res-

pectivamente estan unidos por una

cuerda flexible e inextensible como

indica la figura. Si Ma = 025 y
Me = 0,32, determinar:

a) La tension de la cuerda cuando se

dejan libres los cuerpos.

b) La aceleracion de cada bloque.

c) La distancia recorrida por el bloque

A 3 s despues de partir del reposo.

23. Dos esferas iguales y lisas de 15 kg

cada una, estan apoyadas como se
indica en la figura. Si las paredes son
lisas, determinar las reacciones
producidas en los puntos de apoyo A,
B, C,D.

24. Dos cilindros lisos e iguales de 20 kg

cada uno y de radio 10 cm, tienen co-
nectados sus centros por medio de
una cuerda AB de 25 cm de longitud,
descansando sobre un plano
horizontal sin rozamiento, Un tercer
cilindro, también
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liso, de 30 kg y de 10 cm de radio, se
coloca sobre los dos anteriores como
indica la figura. Determinar:

a) Latension de la cuerda AB.
b) Las fuerzas ejercidas sobre el piso en
los puntos de contacto Dy E.

D E

25. Dos cuerpos Ay B de 35 y 30 kg res-
pectivamente, estan sujetos por una
cuerda que pasa por una polea sin roza-
miento. Si los cuerpos parten del repo-
S0, determinar:

a) Laaceleracion de cada bloque.
b) Latension de la cuerda.
¢) La distancia recorrida por el cuerpo A
ene6s.
' L L LTS LSS,

K
/

\_/
T

A B

26. Dos cuerpos Ay B de 300 g cada uno,
estéan sujetos a los extremos de una
cuerda que pasa por una polea sin roza-

EJERCICIO N° 13

miento. Si sobre el cuerpo B se coloca

otrode 100 g. Determinar:

a) Laaceleracion de cada cuerpo.

b) Latension de la cuerda.

c) La velocidad del bloque Ba los 5s de

dejarlo en libertad.
LSS

Beslf

A B

27.Trescuerpos A, By Cde 10,20y 30 kg
respectivamente, estan unidos median-
te dos cuerdas comoindicala figura.

Siua= 0,3y us= 0,15, determinar,
a) Laaceleracion del cuerpo B.
b) Las tensiones en las cuerdas.

A B —?
S/ /////////
/]
/7
;
ac
/]
/]
/]

28. Tres cuerpos A, By C de 40, 20 y
60 kg, respectivamente, estan unidos
mediante dos cuerdas como indica la
figura. Sitodas las superficies son lisas,
determinar:

a) Laaceleracion del cuerpo C.
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EJERCICIO N° 13

b) En qué sentido se mueve cadauno b)Lamasade A para que el cuerpo B se
de los cuerpos. mueva hacia la izquierda con velocidad
c) Lastensiones en las cuerdas. constante.

c) La masa de A para que el cuerpo B se
mueva hacia la derecha con una
aceleracionde 1,3m/s’

O | B d) La masa de A para que. el cuerpo B
; \ se mueva hacia la izquierda con una

é aceleraciénde 1,3m/s?
37° C

Y iillrrrrrres 30. En el sistema de la figura Igs cuerpos
AyBsonde 18y 6 kg respectivamente.

Siue= 0,25, determinar;

29. En el sistema de la figura se tiene que
ms=mc=15kg.Simua=0,1;, ue=0,2y a)lLaaceleracionde cadabloque.
jc= 0.3, determinar: b) En qué sentido se mueve cada uno
de los bloques.
c) Latensionenlas cuerdas CyD.

() B

K2

45° 60°
7777777777777 777777777777

a) La masa de A para que el cuerpo B se
mueva hacia la derecha con velocidad
constante.

l
S/ 777777777777 7777
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3.3 FUERZAS QUE ACTUAN EN EL MOVIMIENTO CIRCULAR

El movimiento circular, como se habia descrito en la seccién 2.3, es un movimiento
contenido en un plano; por lo que la fuerza neta que actle sobre una particula con tal
movimiento, también estara contenida en el mismo plano.

Para analizar dinamicamente el movimiento de una particula, hay que elegir un
sistema de referencia adecuado. En el caso del movimiento circular, dicho sistema
seria el formado por los ejes en direccién tangencial y normal (central), para que las
componentes de la aceleracion de la particula coincidan con estas direcciones.

EJE

_— TANGENCIAL
MOV

(+) < EJE NORMAL
o m (CENTRAL)

(+)

El eje central (normal) esta contenido en el plano del movimiento; pasa por el lugar que
ocupa la particula en el instante analizado y por el centro del circulo. Su sentido es
positivo hacia el centro de la curva.

El eje tangencial, también estd contenido en el plano del movimiento y €es
perpendicular al eje central. Su sentido positivo es aquel que coincide con la direccién
del movimiento.

Aplicando la segunda Ley de Newton a una particula que gira con movimiento circular,
setiene:

YF =m.a, perocomo a = ar + ac
SF =m(ar + ac)
LF = m_;ﬁT +_’m._éc

\L::’F =Y Fr + 2Fc (3'3‘1)

FUERZA TANGENCIAL (X Fr). Es la componente de la fuerza neta en la direccion
tangencial que comunica en la particula una aceleracion tangencial y determina que la
velocidad cambie de médulo:

YFr =m.ar =m. _AU_ cuyo médulo es: (3.3.2)
At

b4
]
I

it (3.3.3)
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Lafuerza tangencial es nula cuando la velocidad angular es constante (MCU):

0

SF =36 +3Fe , porque ar =0
5F =TFe (3.3.4)

Esto significa que lalinea de accion de la fuerza neta pasa por el centro de curvatura.
Lafuerza tangencial es diferente de cero, cuando el movimiento circular es variado:

SF =YFr + SFc
FUERZA CENTRIPETA (X Fc). Es la componente de la fuerza neta en la direccién

central que comunica a la particula una aceleracién centripeta y determina que la
velocidad cambie de direccién:

SFc = m.ac, cuyo médulo es: (3.3.5)
e =m.-YZ = m.w?R (3.3.6)
R

La fuerza centripeta es nula cuando el movimiento es rectilineo.

5 =3F +

YF =YFr (3.3.7)

Lafuerza centripeta es diferente de cero en cualquier movimiento circular.

Es conveniente aclarar que las fuerzas tangencial y centripeta, que actian sobre una
particula con movimiento circular, son fuerzas como cualquiera de las anteriormente
tratadas, porque se generan por la interaccion de la particula con otras; es decir,

pueden ser el resultado de una tensién, fuerza elastica, peso, rozamiento, etc. y no
constituyen en si otro tipo de fuerzas o interaccion.

FUERZA AXIAL ( >Fz). Como el movimiento circular es coplanar, entonces en la
direccion perpendicular al plano del movimiento, la fuerza neta es nula.

Esta direccion se denomina axial y generaimente se representa por el eje z:

ZT:Z = m_a—; =0 (3.3.8)
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(2QZFc = mi |—  (3.3.9)

De la ecuacion anterior, en cada andlisis se utilizaran las que sean necesarias,
dependiendo de las fuerzas aplicadas y de la direccion en que éstas actlien.

1. Un cuerpo de 2 kg gira en un plano horizontal, describiendo una circunferencia de
1,2m de diametro, con unavelocidad angular constante de 5 rad/s. Determinar:

a) Su aceleracién centripeta.
b) La rapidez del cuerpo.
c) Lafuerza centripeta que actia sobre el cuerpo.

a) ac = W°R 0 =12m
ac = (5 rad/s)’ 0,6m R =06m
ac = 15m/s?
b) v =w.R C) ¥Fc = m.ac
v = Srad/s.0,6m YFc = 2 kg.15 m/s?
v =3m/s
, SFe = 30[N]

Un péndulo de 1m de longitud, describe un
arco de circunferencia sobre un plano vertical.
La tension de la cuerda es el doble del peso
del cuerpo, cuando estd en la posicion
indicada en la figura. Determinar:

a) Laaceleracion tangencial del cuerpo.
b) La aceleracion centripeta del cuerpo.
c) Lavelocidad del cuerpo.
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a) LFr = m.ar

mg.sen20° = m.ar
ar = g.sen20°

= 3,35 m/s?

b) XFc = m.ac
T - mg.cos20° = m.ac
2 mg - mg.cos20° = m.ac
ac = 2g - g.cos20°

ac = 10,39 m/s?
C) ac = Lz
R
V2= ac.R

V2= 10,39 m/s? im
U = +3,22m/s (hacia arriba o hacia abajo)

3. Pesde lo alto de un edificio se lanza un proyectil de 2 kg con una velocidad de
(15|)m/s Determinar:

a) Lafuerza centripetaent = 3s.
b) Lafuerzatangencialent = 3s.
c) Lafuerzanetaent = 3s.

AOOIONOOOIONNNNNNNYS

IS 77777777 7777777777777 7
Ux =T =(15'1 )m/s ’v =si “’vl
1_7:=(981)m/s 3s tgg = -Yr = 15
Vy = (-29,4 | )m/s Uy 204

0 = 27.02°

E::C = mg.send , o LFr = mg.cos@
Py ool —2kgg,8 m/S .sen 27,02 EFT :2kg9'8 m/SZ.COS 27’0:
LFc = 8,90[N]

LFr = 17,46 [N]
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SF = TFr+Zfc

2F2= b} FT2+Z Fc2
LF°=(8,90[N])% (17,46[N])?
ZF = 19,6[N]

4.
Un cuerpo de 10 kg se hace girar en una
circunferencia horizontal, como se indica
en lafigura, sujeto a una cuerda de 3 m de
longitud y con una rapidez constante. Sila
cuerda forma un angulo de 30° con la
10kg vertical, determinar:
a) Latension en la cuerda.
b) El valor de la rapidez del cuerpo.
R
sen30° =
3m
R = 3m.sen30°
R=15m
a XFz =0
T.cos30°-mg = 0
T= 18
cos30°
T = _10kg.9,8 m/s?
cos30°
T =113,16[N]
b) ZFc = m.ac
T
ma? R.Tsen30° _ 1,5m.113,16[N].sen30°

Tsen 30° = ——— = 2=
R m 10kg
v=291m/s
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a) En la posicion superior

*Fc = m.ac

mg+T=m Y2
R

Una piedra de masa m se ata al extremo
de una cuerda de longitud R y se le hace
girar en un plano vertical. Determinar:

a) La minima velocidad que debe tener la
piedra en el punto superior de su trayec-
toria, para que pueda completar la vuelta
(velocidad critica)

b)La tensidn en la cuerda, si al pasar por el
punto mas bajo de la trayectoria, la piedra
tiene unavelocidad V.

Cuando la velocidad es la minima, T =0

}t{g =y(. v?
R
Umin =V critica = .\’gH

La velocidad critica se define como la minima velocidad que debe tener un cuerpo

que se mueve sobre una trayectoria circular en un plano vertical, en la posicién
superior, afin de que se complete la trayectoria.

Dinamicamente, se cumple que en este punto el peso del cuerpo es igual a la fuerza

centripeta que actia sobre él.

b) En el punto inferior:
XFc = m.ac

T-mg =m._2%
R

T = mg+ m._V%
R
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6. Una carretera en una curva de radio R tiene un angulo de peralte . Si el coeficiente
de rozamiento entre los neumaticosy la carretera es M, determinar:

Trayectoria

a) El rango de velocidad con que podria entrar a la curva un auto, para que no
derrape (resbale lateralmente).

b) Elvalorde lavelocidad optima conla que el auto deberatomar la curva.

a) El angulo de peralte, en las carreteras, caminos, vias férreas, etc., es la inclinacién
que tiene la via en una curva, respecto al plano horizontal. Proporciona mayor

seguridad a los vehiculos, permitiendo que se mantengan en la trayectoria porque
incrementa el valor de la fuerza centripeta enla curva.

Un auto puede tomar una curva con seguridad con una serie de valores para su
velocidad, todos estos comprendidos en un cierto rango.

Los limites superior e inferior de este rango determinan las velocidades méaxima y
minima con que el auto puede tomar la curva sin derrapar hacia arriba o hacia abajo.

Velocidad minima. Para esta condicidon el auto tenderd a deslizarse

lateralmente hacia abajo de la carretera, por lo que la fuerza de rozamiento sobre los
neumaticos estara en sentido opuesto a tal tendencia.

c <
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ZFz =0
N.cos o + frsen ot - mg =0
N.cos&X +u N.senct=mg

mg (1)
COS (X + u.senx

N =

ZFc = m.ac

N.sen & - frcosox = m. U ?min
R

N.sen X ",U.N.COS ox=m. V2min
R

I
=
Il

Igualando (1) y (2) y despejando Vmin:

N =N
/ ,
mg m.’Uzmin

r 37
M.V “min (2)

R(senX -u.cos 0)

Cos X + u.senx R(senx -pu.cos Q)

VUmin= )\/Q-R(Sen X - M.Cosa)

CosX + M.senX

Velocidad maxima. Para esta condicién el auto tendera a deslizarse lateralmente
hacia arriba de la carretera, por lo que la fuerza de rozamiento sobre los neumaticos

actuara en sentido opuesto a tal tendencia.

2Fz =0
N.cos & - frsenox - mg =0
N.cos - u.N.senx =mg
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mg

COSX -j.8en (X

LFc = m.ac

N.sen & + fr.coso = m.ac

2
N.sen o + & .N.cosox = m_V2max — N = L) e (4)
R R(sen & +u .cosX)

Igualando (3) y (4) y despejandovmax:

N =N

/

/
Wg ma 2ax

cosXX - usen X R(sen QX +1 .cos )
Umax =/\/6'R(Sen A+ u.cosq)
COSX - ju.8en O

) Velocidad éptima. Es la velocidad que debera tener el auto en la curva, a fin de
que no tienda a deslizarse lateralmente (con relacion a la carretera) hacia ningin
lado (fr = 0).

A
z
N
""" A
y " N.cosq
X /\/
c ¢ :4
N.sena /

YFz =0
N.cos & - mg =0
mg

N =
cos QX ()
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XFc = m.ac

2
N.senx = m. Ut
R

N s m.vsz!
R.senX

(6)

Igualando (5) y (6) y despejando vept:

N =N
mg _ .’Uz()pt
cos(X R.senox

.Rsen & sen
Vopt = g , COMOo 2 = tag X
cosX cosX

Vopt = \/ g.R.tag &
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1. Un cuerpo de 2 kg atado al extremo de
una cuerda de 1,5 m de longitud, gira
sobre un plano horizontal liso con una
aceleracion angular de 10 rad/s’. Deter-
minar:

a) La aceleracion tangencial del cuer-
po.

b) La fuerza tangencial a que est4 so-
metido el cuerpo.

c) Qué fuerza neta actla sobre el
cuerpo, cuando su rapidez es 3 m/s.

2. Un automovil de 1200 kg recorre una
curva horizontal de 350 m de radio con
una rapidez de 36 km/h. Si la curva no
tiene peralte, determinar:

a) La aceleracion centripeta que actua
sobre el cuerpo.

b) La fuerza ejercida por las ruedas so-
bre la carretera, para mantener el mo-
vimiento sobre la curva.

3. Un cuerpo de 500 g atado al extremo
de una cuerda de 1 m de longitud, gira
sobre un plano horizontal liso con una
velocidad angular de 40 rad/s. Deter-
minar:

a) La aceleracion centripeta del cuerpo.
b) Latensioén de la cuerda.

¢) La maxima rapidez con la que puede
girar, silatension de rotura es1000[N].

4.Unavion lleva una rapidez de 648 km/h
en una curva horizontal. Si la fuerza
centripeta que acttia sobre el piloto de
65 kg es de 1000[N], determinar:

EJERCICIO N° 14

a) La aceleracion centripeta que actia
sobre el piloto.

b) El radio de la curva en que se mueve
elavién.

5. Un cuerpo de 15 kg parte del reposo y

se mueve alrededor de una circunferen-
cia horizontal de 40 m de radio, por la
accion de una fuerza tangencial de
1200 [N] que actia durante 8 s. Deter-
minar.

a) La aceleracion tangencial que actta
sobre el cuerpo.

b) La aceleracién angular.

c) La fuerza centripeta que actia sobre
elcuerpo altérminodelos 8s.

6. Un cuerpo de 10 kg atado a una cuerda

de 1,6 m de longitud, gira con velocidad
constante en circulos horizontales.Si el
periodo es de 3 s, determinar:

a) Lavelocidad del cuerpo.
b) La fuerza centripeta que actiia sobre
el cuerpo.

7. Un cuerpo de 8 kg atado a una cuerda

de 1,3 m de la longitud, gira por una
trayectoria circular horizontal a 720
RPM. Determinar:

a) Laaceleracion centripeta.
b) La fuerza centripeta que acttia sobre
elcuerpo.

8. Un pendulo de 1,5 m de longitud, des-

cribe un arco de circunferencia sobre
un plano vertical. Si la tensidn de la
cuerda es cuatro veces el peso.
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del cuerpo, cuando estan en la posicién
indicada en lafigura, determinar:

a) La aceleracion tangencial del cuer-
po.

b) La aceleracion centripeta.

c) Larapidez del cuerpo.

9. Se lanza un proyectil de5 kg con una
velocidad de (26 i + 32] ) m/s. Determi-
naralos 2 s devuelo:

a) El valor de la fuerza tangencial que
actua sobre el proyectil.

b) El valor de la fuerza centripeta que
actua sobre el proyectil.

c) El valor de la fuerza neta que actua
sobre el proyectil.

10. El cuerpo de un péndulo conico es de
2 kg y cuelga de una cuerda de 8 m de
longitud, describiendo una trayectoria
circular en un plano horizontal. Si el
cuerpo se desvia de la vertical hasta
que la cuerda forme un angulo de 30°
con la vertical, determinar:

a) Latension de la cuerda.
b) Cual es larapidez del cuerpo.

11. Un molociclista y su maquina, que pe-
san 1500 [N], describenunrizode 4 m
de radio. Si x4 = 0, determinar:

EJERCICIO N° 14

a) La velocidad critica.

b) La fuerza que ejerce el rizo sobre el
maovil en la parte superior.

c) La fuerza que ejerce el rizo sobre el
movil en la parte inferior, si su rapidez en
ese puntoesde 14 m/s.

12. Unacarreteraenunacurvade 50 mde
radio, tiene un angulo de peralte de 18°.
Si 4 =0,3,determinar:

a) El rango de velocidades con que
podria entrar en la curva un auto, para
gue no derrape.

b) El valor de la velocidad 6ptima con la
que el auto debera tomarla curva.

13. En un péndulo conico, la longitud de
la cuerda es 0,65 m y el cuerpo de
0,8 kg describe una trayectoria circular
horizontal con una velocidad angular
de 4 rad/s. Determinar:

a) Latension de lacuerda.
b) Elangulo entre la cuerda y la vertical.

14. Un cuerpo de 1 kg describe una
circunferencia vertical atado al extremo
de unacuerdade 1,2 mdelongitud, con
una rapidez constante de 5 m/s. Deter-
minar la tension de la cuerda. cuando:

a) El cuerpo se encuentra en el punto
mas bajo de latrayectoria.

b) El cuerpo se encuentra en el punto
mas alto de latrayectoria.

c) El cuerpo se encuentra al mismo ni-
vel que el centro de la circunferencia.

d) Esta forma un angulo de 60° sobre la
horizontal.
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EJERCICIO N° 14

15. Un vehiculo de 800 kg describe una a) Laaceleracion tangencial.
curva horizontal de 35 m de radio. b) La aceleracion centripeta.
Si 1= 0.2, determinar: c) Elvalor de la aceleracién total.
d) Latension en la cuelda.
e) El valor de la fuerza total ejercida
sobre el cuerpo.

a) La maxima velocidad en km/h con
que podra tomar la curva sin derrapar,
sino hubiese peralte.

b) El peralte de la curva para que no
derrape a la velocidad de 108 km/h.

19. Un movil de 4 kg se desplaza con una
rapidez constante de 5 m/s por la pista
de la figura. Determinar el valor de |a

16. Sobre un disco se coloca un cuerpo  fuerzacentripetaen los puntosA, ByC.

de 50 g a una distancia de 15 cm del

centro. Si el sistema gira en el plano
horizontal partiendo del reposo, con

una aceleracion angular de 2,5 rad/s? y

si el coeficiente de rozamiento entre e

cuerpo yeldiscoes 0,2, determinar:

a) El tiempo que el cuerpo permane-
cera sin deslizar, respecto del disco.
b) Qué rapidez tendra el cuerpo,
cuando comienza a deslizarse.
20. El sistema de la figura gira alrededor

17. Un cuerpo de 15 kg se mueve con de un eje vertical con velocidad

rapidez constante de 4 m/s por la pista
de la figura. Determinar la reaccién que
ejerce la pista sobre el cuerpo en los
puntosA,ByC.

18. Un cuerpo de 1,5 kg cuelga de una
cuerda de 1,8 m de longitud. Cuando la
cuerda forma un angulo de 40° con la
vertical, el cuerpo tiene una velocidad
de 6 m/s. Determinar:

constante. Conociendo que el coefi-
ciente de rozamiento entre el pequeno
bloque A y la pared cilindrica es 0,2,
determinar la minima velocidad para la
cual el bloque permanecera en
contacto con la pared

~
L

v
n',o /

B

N4
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3.4 EQUILIBRIO DE UN SOLIDO

En la seccidn 3.2, al estudiar la primera y la tercera ley de Newton, se defini6 el
equilibrio de una particula. La condicion necesaria y suficiente es que la fuerza neta

aplicada sobre la particula sea nula, con lo cual ésta se encuentra en reposo o se
traslada con MRU.

Ademés, en el analisis de la dindmica de la particula se considera que en relacién con
el movimiento, el Unico efecto que las fuerzas podrian producir es el de latraslacion, ya
que la particula al ser considerada como un punto no podria rotar sobre si misma.

Pero si las fuerzas estan aplicadas sobre un sélido rigido (cuerpo rigido), los efectos
con relacién al movimiento podrian ser de traslaciény, o, rotacion.

Un sélido (conjunto de particulas) se considera rigido, si no sufre deformacion, es

decir, si todas sus particulas, unas respecto de otras, estan siempre a la misma
distancia.

Cuando se trata de un solido, la condicion de equilibrio determinada para una
particula, resuita insuficiente, puesto que la fuerza neta aplicada al sélido podria ser

nulay, sin embargo, el cuerpo podria rotar, como en el caso del volante ilustrado en la
siguiente figura:

ROTACION

Para analizar las condiciones de equilibrio de un sélido rigido es necesario definir una
nueva magnitud fisica: el torque 0 momento de unafuerza.

TORQUE O MOMENTO DE UNA FUERZA. Mide la tendencia de un solido de un
sistema a rotar alrededor de un punto o un eje, bajo la acciéon delafuerza.

Eltorque es una magnitud vectorial que se define por:
To = rxF donde: (3.4.1)
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To = Torque en el punto 0.

= Vector posicion de un punto cualquiera de la linea de
accion de la fuerza F, con relacién al punto 0, donde se
calcula el torque.

F = Fuerza aplicada al cuerpo.

-
r

El modulo del torque con respecto al punto 0, es igual al producto del médulo de la
fuerza (F)por la distancia perpendicular (d), desde el punto O hasta la linea de accion
delafuerza. A esta distancia se la denomina brazo de momento o brazo de palanca:

1To= F.d (3.4.2)
|Tel= Fr sen® (3.4.3)

De esto se puede concluir que el torque de una fuerza depende del punto con

respecto al cual se lo calcule, puesto que si el punto varia, varia también el brazo de
palanca.

Una fuerza no genera torque en los puntos contenidos en la linea de accién de la
fuerza, porque (d) es cero.

Por la definicién del producto vectorial, se tiene que eltorque es perpendicular al plano
formado por los vectores r y F. Como el presente estudio se restringira a fuerzas
coplanares, el torque sera perpendicular al plano de éstas y su sentido seré horario o
antihorario. Para los célculos generalmente se considera a los torques antihorarios
como positivos y a los horarios como negativos.

UNIDADES. E! torque es una magnitud vectorial, cuyas unidades son las de una
distancia multiplicada por la de unafuerza:
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En el SI: r x F =T

1[m] x 1[N]=1[N.m]

_F X E = ;Eo
1[em] x 1[dina]=1[dina.cm]

En el CGS:

CONDICIONES DE EQUILIBRIO DEL SOLIDO. Un sdlido rigido esta en equilibrio
cuando no tiene movimiento de traslacién ni de rotacion. Para esto son necesarias las
siguientes condiciones:

1. Lafuerza neta aplicada sobre el cuerpo debe ser nula:

SF =0, vectorialmente (3.4.4)
XFx =0 ]

YF, =0 en funcion de las componentes escalares  (3.4.5)
SFZ = 0

Esta condicion indica que el cuerpo no tiene movimiento de traslacion,
considerando que su velocidad inicial es cero.

2. Eltorque neto evaluado en cualquier punto del cuerpo o sistema, debe ser nulo:

~7T, =0, vectorialmente (3.4.6)
2 Tox=0

ZToy=0 en funcion de las componentes escalares  (3.4.7)
Z Toz =

Esta condicién indica que el cuerpo no tiene movimiento de rotacién, considerando
que su velocidad angularinicial es cero.

Si todas las fuerzas son coplanares, de las ecuaciones (3.4.5) y (3.4.7), solo seran
necesarias las siguientes:

2 =0
EFV =0
ZTO = 0
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Esta Gltima ecuacién es realmente %Toz = 0, pero como todos los torques estanenla
direccion (z), se omite el subindice z.

REACCIONES EN LOS APOYOS. Los apoyos mas comunes en los cuales se
sustentan los sélidos son: de contacto. de rodillo, de pasadory de empotramiento.

e Contacto. En el contacto se generan dos reacciones, la normal y la fuerza de

rozamiento (estatica).
fr /

N

’
U

b ’

e Rodillo. El rodillo sélo transmite una fuerza en direccién perpendicular a las
superficies de contacto.

» Pasador. En este apoyo se genera unicamente una fuerza en el mismo plano de las
fuerzas aplicadas. Esta reaccion se descompone en las direcciones horizontal y
vertical (Rxy Ry).

Este apoyo no impide la rotacién del cuerpo.

Rx
— o

Ry

v Empotramiento. Este apoyo, amas de una fuerza de reaccién en el mismo plano de
las fuerzas aplicadas, impide la rotacién de un cuerpo. lo que significa que puede
comunicarle un torque.
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REGLAS PARA RESOLVER PROBLEMAS DE EQUILIBRIO DE SOLIDOS RiGIDOS.
Al igual que en la resolucion de problemas de Dinamica, es conveniente seguir
ordenadamente ciertos pasos que faciliten los analisis y resolucion de problemas de
equilibrio de sélidos rigidos:

1. Aislarel olos cuerpos de interés.

2.Representar graficamente todas las fuerzas externas actuantes sobre el o los
cuerpos de interés éstas son generalmente el pesoy las generadas por los apoyos.
En el caso de los elementos homogéneos y esbeltos (vigas, varillas, etc.), el peso se
considerara concentrado en su centro.

Cuando no se conoce con certeza el sentido de alguna o algunas de las fuerzas, se
lo puede elegir arbitrariamente. Si en la solucién resulta que la fuerza tiene un valor
negativo, significa que el verdadero sentido es el opuesto al elegido.

3. Elegir un sistema de referencia adecuado, en el cual se puedan descomponer las
fuerzas aplicadas al sélido.

4. Aplicar las dos condiciones de equilibrio:
2Fx =0
ZFy - 0

Primera

Segunda | Y To=0

En el caso de la segunda condicion, el punto donde se calcula el torque resultante
puede ser cualquiera, pero es preferible elegir uno donde estén aplicadas el mayor

numero de fuerzas incognitas, puesto que asi su torque con respecto a ese punto
seranulo.

5. Resolver el sistema de ecuaciones que permita calcular el valor de las incognitas y
analizar los resultados.

Calcular el torque de la fuerza de la figura,

respecto del punto 0, por tres métodos
diferentes.
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Eltorque de esta fuerzatrata de hacer girar el sistema en sentido antihorario, por lo que
segun la convencion definida anteriormente, tendra un signo positivo.

a) Por la definicién de torque:

To = Fr.sen@ 2
To = 20[N].4m.sen30° .
To = 40[N] 0 4m 30°
Xomemmmremtm et i
b) Calculando el brazo de palanca: 3?3)’
d = 4m.sen30° -} (\,
d=2m ¥
To=Fd
To = 20[N].2m
To — 40[N]

c) Descomponiendo la fuerza segun las direcciones x e y, calculando la suma de los
torques de estas componentes:

To - ’Cx/o + Tylo

To = F.cos30°(0m) + Fsen30°(4m)

To = 20[N].sen30°4m

To = 40[N] 9 4m

2 R |
'[ “““““““““ En la figura F1 = 10[N],F2 = 5[N] y
Fs=12[N].Calcular el torque resultante con
2m
l - respecto a los punto Oy P
9 3m
Respecto al punto 0:

F norealizatorque, porque su brazo de
palanca es cero.

F2 realizauntorque antihorario (+)

Farealiza un torque horario (-).
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Ts = T/{/':+TF210+ Trao
To =F2.de+(-Fs.d3)
To = 5[N]3m - 12[N].2m
To = -9[Nm]

Respecto al punto P:

Firealiza un torque antihorario (+).

Fzno realiza torque, porque su linea de accién
pasapor F, esdecirsubrazode palancaes nulo.

Fa realiza un torque horario (-).

0

Tr = Trie+Tar+ Trar

Tr = Fi.di+(-Fs.da)

Tr = 19[N]2m.cose - 12[N].2m
Te = -7,36[Nm]

3. L 2m 4m ~ 3m
A c D B
/7 ////////////%7 3
v v
10[N] F 100'[,4,
a) XFy =0
-10[N] -F -100[N] + R = 0
R - F = 110[N] (1)
L
XTo=0

-100[N].3m + F.4m + 10[N].6m= 0
- 300[Nm]+ F.4m + 60[Nm]= 0
F.4m = 240[Nm)]

F = 60[N]
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F2

Fa

tagh =2/3
,,S e 0 =337°

El sistema de la figura esté en equilibrio. Si
el peso de la varilla: AB es despreciable,
determinar:
a) El valor de la fuerza F aplicada en el
punto C.
b) El valor de la fuerza que realiza el
rodillo sobre lavarillaen el puntoD.

e
A c D B
|
IR
v v
F v
10[(N] 100[N]



b) Reemplazando en {1):

R - F=110[N]
R - 60[N] = 110[N]
R = 170[N]

4. La viga homogénea de la figura tiene un
S peso de 500 [N] y esta articuladaenA.
S\; Determinar:
§M°° B c a) La tension en el cable que sostiene la
N viga.
§ m ; b) La reaccion del pasador A sobre la
N viga.
§ i 100.[N]

N =1
N
o
a) Tx = T.cos30° o | L ; g
Ty = T.sen30° A TXN By c
—
SFx =0 - 1
-Tx +Rax =10 500[N] ¥ 100[N]
Rax - T.cos30°= 0 (1) '—"?Tl
EFy = 0 f 1.3m !
Ray + Ty -500[N] - 100[N] = 0 - —
Ra, + T.sen30°= 600[N] )
/\
XTa =6
Ty .1m - 500[N].1,5m - 100[N].3m = 0
Ty = 1050[N]
T.sen30° = 1050[N]
T = 2100[N]

b) Reemplazando en (1) yen (2) :

(1) Rax-T.cos30° =0
Rax = T.cos30°
Rax = 2100[N]cos30°
Rax = 1818,65[N]

(2) Ray + T.sen30° = 600 [N]
Ray = B00[N] - T.sen30°
Ray = 600[N] - 2100[N].sen 30°

RAy = '450[N],
esto significa que Ray esta dirigido
hacia abajo
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RZ = Ra? + Ra/’
R = (1818,65[N])%+ (-450[N])?
Ra = 1873,5[N]

0

) Rax
Rax x i
450[N] !
taga = ;= 13.9° % o
1818,65([N] ;
Ray :
0 = 346,1° ;
Ra = (1873,5[N]; 346.1°) S, '

En la figura, la pluma es de 680 [N] y tiene
su centro de gravedad en el punto medio
de su longitud. Determinar:

! a) Latensién del cable.
i b) La reaccién del pasador A sobre la
: pluma.
: 1000[N]
a) di = 7m.sen50° , Vs
di = 5,36m F70°
| o R o

dz2 = 5m.cos50° 7m! 200

d2 = 3,21m “E- ----- Tcos20° 50 oS 1000[N]

.ds = 7m.cos50° dv | AS

ds = 4,5m I 400 &

) - 680[N]
ds = 10m.cos50° dz 4
ds = 6,43m Ry ds i
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b)

/\
E’CA=6

- 680[N].d2 +T.cos20° .d+ + T.sen 20°.d2- 1000[N].ds =0

- 680[N].3,21m +T.c0s20°.5.36 m + T.sen20°.4,5 m - 1000[N].6,43m =0
5,04T[m] +1,54T[m] = 2182,8[Nm] + 6430[Nm]

6,58T[m]= 8612,8[Nm]

T= 1308,94[N]

SFx=0 SFy=0
Rx-T.cos20° =0 Ry + T.sen20° - 680[N] - 1000[N] = 0
Rx = T.cos20° Ry = 1680[N] - T.sen20°
Rx = 1230[N] Ry = 1232,32[N]

2 2 2
R =Rx + Ry
R = (1230[N]¥ + (1232,32 [N]}® tag o= By . 12829210
R = 1741,12[N] Rx 1230[N]
R = (1741,12[N];45,05° )

X = 45,05°

En la figura, la viga AB de 100[N] tiene su
centro de gravedad en el punto medio de su
longitud. La reaccion en C es perpendicular
alavigay la pared vertical de la izquierda es
lisa. Determinar el valor de 6 para que la
vigaesté en equilibrio.

di = 2,6m.tagf
d2 = 3m.cos®
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f\
Y Ta= 6

Rc.senB.di + Rc.cos8.2,6 m-1000[N].d2= 0
Rc.sen©.2,6m.tagd + Rc.cosB.2,6 m-1000[N].3 m.cos6 =0 (1)

LFx=0
Ra = Rc.senB 2)

EF',/ =0
Rc.cos© - 1000[N] =0

_ 1000[N]
cosO

Rc (3)

Reemplazando (3) en (1):
Rc.senB .2,6[m].tag® + Rc.cosB.2,6[m] - 1000[N].3[m].cos® =0

m.sene.z,s[m] tag@ + i L
cosf cos@

2600[N] .tag’® + 2600 [Nm] - 3000[Nm].cos 8 =0

.cos@ .2,6[m] - 3000[Nm].cos8=0

2 2
Como tag?0= sen @ =1-cose

cos’0 cos’0

2
2600] 105" © | 125600 -3000.cos® =0
cos?0

2600 - 2600c0s’8 + 2600.cos’0- 3000.cos*0 =0

cos°’@ = 2600 = 0 =17,56°
3000
6 =1756°
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EJERCICIO N° 15

1. Calcular el torque de la fuerza Fde la 4. Una regla graduada de 1 m, se

figura respecto del punto 0 por tres
meétodos diferentes.

F = 10[N]

60°

2.Enlafigura:
F1=35[N],F2=30[N], Fa=50[N] y
Fs« = 40[N]. Calcular el torque resul-
tante respectoalos puntosOyP

P

3. La viga horizontal AB de la figura es
uniforme y pesa 200 [N]. Determinar la
tension en cada una de las cuerdas que
soportan la viga, cuando se cuelga un
peso W = 100[N] en la posicidn indica-
daen lafigura.

LLLLLLLL L L LLLLLLL L LLLL L L L,

0B}

T
-
——

equilibra con un apoyo en su centro. Si
se colocauncuerpodemasa 100 genla
marca de 80 cm, ¢en qué marca debera
colocarse otra masa de 60 g para que la
regla siga en equilibrio?

5. En la figura representada,écual debe

ser el valor de la distancia x en metros,
para que el sistema permanezca en
equilibrio? Se considera despreciable el
peso delabarra.

I 10 m
3m ;:

v 50{N)
300[N}
— x —

-

4
100[N]

6. En la figura, determinar las reacciones

en los apoyos A y B, causadas por las
cargas que actlan sobre la viga, cuyo
peso es despreciable.

400{N]

200([N} 2001

100[N]

0.4m O,Zml 03m | 0.25m
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7. En la figura, determinar las reacciones
en los apoyos A y B, causadas por las
cargas que actuan sobre la viga de
peso despreciable.

SO0[N] 200[N] 300[N]
400[N]
80° 65° k‘

|
A ! ! B
ANNNNNNNN

FO.2m+ 0.2m +—— 0.5m ——— 0,3m —+0.1m

8. En la figura, la barra AB pesa 150[N]
por metro de longitud y esta sostenida
por el cable BCy un pasadorenaA.
Determinar la tension en el cable y la
reaccionenaA.

C

30°

o 1B
A 6m

9. La viga homogénea de la figura, tiene
un peso de 400[N]. Determinar:;

100[N]

EJERCICIO N° 15

a) La fuerza que hace el pasador A
sobre laviga.
b) Latension en el cable horizontal.

10. Una viga uniforme de 15 kg esta
articulada en A y sostenida en su otro
extremo por un alambre, como se
muestra en la figura. Si la tension en el
alambre es de 500[N], determinar:

A

45° 500[N]

O

M

a) El valor de la masa M, que sostiene la
viga.

b) Cual es la fuerza que hace el pasador
A, sobre laviga.

11. En la figura, la viga AB tiene un peso
de 300[N] por metro de longitud.
Determinar:

A 35°
o] 1B
}0.95m-
| 400[N]
| 3m |

a) Latension sobre el cable.
b) Lafuerza del pasador A sobre laviga.
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12. En la figura, la barra AB de 200[N] de
pesoy 6 m de longitud, esta pivoteada
en el extremo izquierdo. Determinar:

A 40° — 1,5m R m——
o) B
300[N]

a) Latension en el cable de apoyo.

b) La fuerza del pasador A sobre la
barra.

13. En la figura, la viga AB tiene un peso
de 800 [N]. Determinar:

4 Ok

35°

500([N]

a) Latension en el cable de apoyo.
b) Lafuerza del pasador A sobre laviga.

14. La barra AB de 250[N], y 10 m de lon-
gitud, se mantiene en la posicién de la
figura porlaaccion de dos cuerdasAD y
BC. Si se coloca un peso de 700[N] a
2m del extremo superior, determinar las
tensiones enlas cuerdas.

EJERCICIO N° 15

AN
D

/)27 700
15. Una escalera de 15 m de longitud
tiene una masa de 20 kg. Descansa
contra una pared vertical lisa, y su parte
inferior se encuentra en el pisoa4 mde
la pared. ,Cual debe ser el coeficiente
minimo de friccion estatica entre la
escaleray el suelo, para que una perso-

na de 80 kg pueda subir con seguridad
hasta el 70% de la escalera?

15m

16. En la figura, la gria de 6000[N] esta
sostenida por medio de dos pasadores
Ay B, siendo liso el A. Si el centro de
gravedad esta localizado en B, determi-
narlasreaccionesenAyenB.
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de 400[N]. Determinar la tensién en el
cableylareacciénenA.

S00{N]

18. Una escalera de 5 m de longitud y
100[N) de peso, esta apoyada contra
una pared vertical, como se indicaen la
figura: Cuando un hombre de 700([N)
de peso alcanza un punto a 4 m del
extremo inferior A, la escalera estid a
punto de resbalar. Si el coeficiente de
rozamiento entre la escalera y la pared
es 0,3, calcular el coeficiente de roza-
miento entre el piso yla escalera.

L7777 7777777
A

EJERCICIO N° 15

17.En lafigura, la barra AB tiene un peso 19. En la figura, la viga AB de peso des-

preciable y 10m de longitud, esta
apoyada en una pared vertical A y en
una esquina C perfectamente lisas.
Determinar:

a) El angulo 6 para que la viga esté en
equilibrio.

D) Las reacciones en los puntos de
apoyo.

100[N]

AANNNNNNNN

20. En el sistema de la figura, si m3 es

mayor que mz, demuestre que:

mi(mz + me)ls = 4ma.ma.le, para
que la varilla AB de masa despreciable
esté en equilibrio.
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3.5 EVALUACION OBJETIVA

COMPLETAR

1.Todafuerzaseoriginaporla entre dos cuerpos.

2. Lainteraccion gravitatoria entre un cuerpo y la Tierra se denomina

del cuerpo.

3. Lafuerza de rozamiento tiene una direccidn opuesta al movimiento

0 a sutendencia entre dos cuerpos en contacto.

4. Lafuerza normal tiene una direccion alas superfi-

cies en contacto.

5. Lafuerza de rozamiento tiene una direccion __alas

superficies en contacto.

6. La fuerza de rozamiento estatica es ylacinéticaes

dentro de un cierto rango de velocidades.

7. El coeficiente de rozamiento estatico es ligeramente
que el coeficiente de rozamiento cinético entre dos cuerpos.

8. Lafuerza elastica es directamente proporcionalala

y tiene sentido a esta.

9. Las cuerdas siempre ejercen fuerzas de sobre los

cuerpos a los cuales estan atadas.
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10. Silafuerza neta aplicada sobre una particula es nula, ésta se encuentraen

oen

11. Enmecanica, la masa es un cuantificador de del
cuerpo.

12. Laaceleracion de una particula es proporcional ala
fuerza neta aplicada a éstay tiene direccion.

13. Laaceleracion de una particula es proporcional al

valor de la masa.

14. Toda fuerza neta, diferente de cero, aplicada a una particula, comunica a ésta una

15. Las fuerzas de accion y reaccidn actlian sobre cuerpos

16. Lafuerza que ejerce la Tierrasobre laLunaes ala

que la Luna ejerce sobre la Tierra, y sus sentidos son.

17. Para que una particula se encuentre en equilibrio es necesario y suficiente que la

fuerza netaaplicada a éstasea

18. El diagrama del cuerpo libre de una particula, consiste en

el cuerpo de interés y graficar sobre éste todas

externas actuante s sobre él.
19. Al analizar el movimiento de particulas interconectadas es necesario tomar en

cuentaa mas de las relaciones dindmicas, las relaciones de tipo
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20. Lafuerza neta que actlia sobre una particula con movimiento circular esta conteni-

da en del movimiento.

21. Siuna particula se mueve en unatrayectoria circular la fuerza neta que acttia sobre

ellaes cero.

22. Si una particula tiene un MCU, la fuerza neta que sobre ella actla tiene una

direccidn alavelocidad.

23. Lafuerzatangencial que acttasobre una particulacon MCU es

24. Elmédulo de la fuerza neta que actlia sobre una particula con MCU es

25. Lafuerza centripeta que acttia sobre una particual con MCU es

26.Elmddulo de lafuerzatangencial que actiiasobre una particulacon MCUV es ___

27. Siuna particula gira con MCUV acelerado, el &ngulo formado entre lafuerzanetay

la velocidad es

28. Una particula gira con MCUV. Si el radio de su trayectoria aumenta al doble, el mé-

dulo de lafuerzatangencial es del original.

29. Eltorque de unafuerza es nulo para cualquier punto de

de lafuerza, puesto que el brazo de palanca seria
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30. Sila fuerza neta que acttia sobre un sélido es nula, éste no tiene un movimiento de
y si el torque neto es nulo el cuerpo no posee movi-

miento de

ESCRIBIR (V) VERDADERO O FALSO (F)
1. Lafuerza mide el grado de interaccién entre doscuerpos ... ...oovooennnonn ... ()
2.Elpeso deuncuerpo eselmismoenlaTierrayenlaluna
3.LamasadeuncuerpoesmenorenlalunaqueenlaTierra ..........co....... {5 4

4. El peso de un cuerpo siempre tiene una direccion perpendicular a las superficies
= Eeo) 162 [ o S T B )

6. La fuerza de rozamiento tiene una direccién perpendicular respecto a la fuerza
L0 £33 T= ()

7.Lafuerza de rozamiento tiene una direccion tangente alas superficies en
contactoy su sentido es el opuesto al del movimiento relativo o de sutendencia,
de un cuerpo sobre el otro ()

-------------------------------------------------------

9. Lafuerza de rozamiento cinética es constante, dentro de un cierto rango de
velocidades de deslizamiento entre dos cuerpos
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10. De manera general, el coeficiente de rozamiento estatico es ligeramente menor
QUOOIEHOMCRN  comvmnss s R~ S5 AN R AN RS S Y A RS AT ()

11. La fuerza de recuperacion elastica es directamente proporcional a la deformacion
ylienoSumismoSentidO .:qvasnmnsi syt ynssimns ()

12. Lafuerza de recuperacion elastica tiene un sentido opuesto aladeformacion.. ( )

13. Las cuerdas y demas elementos flexibles, unicamente transmiten fuerzas
detraccién (tension) sobre el cuerpo al cualestanaplicadas................... ()

14. Silafuerza neta aplicada sobre una particula es nula, ésta unicamente
ptede pennariecerBntePOSO;; ... v vasiss ivsiw sigissdi s msiaiie ()

15. Siuna particula se mueve con MRU la fuerza neta aplicada sera constante y
diferente de cero ()

----------------------------------------------------------------

16. Sobre una particula actia un sistema de fuerzas, entre éstas la de rozamiento
siendo la fuerza neta cero. En estas condiciones la particula se movera
desaceleradamente hastadetenersSe .....oeovviiiiiiiieiiniiiiiiiiiiiiiaan ¢ .J

17.Lavelocidad de una particula varia inicamente cuando sobre ella actia una

fuerzanetadiferemMe e coro ... vuvaivsismvas s s snErpaame s eves ()
18. Las fuerzas de accidon y reaccion actiian sobre el mismocuerpo ............... ()
19.Elpesoy lanormal sonfuerzas de acciony reacCion ..........ooeveeeeeeeuennn. ()
20. Siempre que un cuerpo se mueva sobre una superficie horizontal la normal

tiene el MiSmMOo ValOr QUE I PESO ...ttt ettt e eee e eeeaae ()
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21.Lafuerza neta actuante sobre una particula puede tener sentido opuesto al

IOVIPRHIBINO i as s ssnssm cm s o s o oo 00 5150 oV R 7 A A T A e (
22. Lafuerza neta que actia sobre una particula con movimiento parabdlico es

T —
23.Lafuerza neta que actia sobre una particulaconMCUesnula ................ ()
24, Lafuerza neta que actua sobre una particula con MCU es perpendicular ala

) 0210 OIS 0ot - S S U ()

25. Lafuerza neta que actta sobre una particula con MCU es constante en médulo,

perosudireccionesvariable . ... ... ()
26. Lafuerza neta que actua sobre una particula con MCUV tiene una direccion
perpendicular ala velocidad ()

~

27.Siuna particula esta animada de MCUV acelerado, la fuerza neta actuante sobre

ellaformaunanguloagudoconlavelocidad ()
28. La fuerzatangencial que actua sobre una particula con MCUV es constante

en modulo, perosudireccionesvariable. . ........cccveiiiiiiiiiiiiiieeriiennnn. ()
29. Las leyes de Newton sélo se aplican en los movimientos rectilineos  ......... ()

30. Silafuerza neta que acttia sobre un sélido es nula, ningtn punto de éste puede
moverse aceleradamente ()

-------------------------------------------------------
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SUBRAYAR LA RESPUESTA CORRECTA

1. Elpeso de un cuerpo es una fuerza diri-
gida hacia:

a) Arriba.
p) Abajo.
c) El centro de la Tierra.

b) Es perpendicular a las superficies en
contacto.

c) Es paralela a las superficies en con-
tacto.

d) Ninguna de las respuestas anteriores.

d) Ninguna de las respuestas ante- 5. La fuerza de rozamiento tiene una

riores.

2.Laaceleracion de la gravedad en la su-
perficie de la Luna es aproxima-
damente la sexta parte de la que actua
enlasuperficie delaTierra.

Lamasade un cuerpo en la Luna
sera:

a) Seis veces mayor que en la Tierra.

b) Igual ala que tiene enla Tierra.

c) La sexta parte que en la Tierra.

d) Ninguna de las respuestas ante-
riores.

3.Lafuerza normal es:

a) La unica fuerza que se genera por el
contacto mecanico entre dos cuerpos.
b) Perpendicular a las superficies en
contacto.

c) Paralela a las superficies en contacto.
d) Ninguna de las respuestas ante-
riores.

4. La fuerza de rozamiento que actla
sobre un cuerpo:

a) Siempre se opone al movimiento de
éste.

direccion:

a) Horizontal.

b) Vertical.

c) Perpendicular a lafuerza normal.

d) Ninguna de las respuestas anteriores.

6. Lafuerza de rozamiento estatica es:

a) Nula.

b) Constante.

c) Variable.

d) Ninguna de las respuestas anteriores.

7.Lafuerza de recuperacion elastica:

a) Es directamente proporcional a la
deformacién y tiene su misma direc-
cion.

b) Es inversamente proporcional a la
deformacion y tienen una direccidén
opuesta.

c) Es directamente proporcional a la
deformacion y tienen direccion opuesta.
d) Ninguna de las respuestas anteriores.
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8. Una particula esta en equilibrio si:

a) Estaenreposo.

b) La fuerza neta actuante sobre ella es
nula.

c) Se mueve con velocidad constante.
d) Ninguna de las respuestas ante-
riores.

9. Una particula se mueve con velocidad,
constante si:

a) Lafuerza neta que acttia sobre ella es
nula.

b) La fuerza neta actuante es constante
y diferente de cero.

c) La fuerza neta es igual y opuesta al
peso.

d) Ninguna de las respuestas ante-
riores.

10. Un péndulo oscila entre los puntos
extremos A y B. Si la cuerda se rompe
en el extremo B la trayectoria descrita
por la particula m sera:

a) 1

b) 2

c) 3

d) Ninguna de las respuestas anterio-
res
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11. Tresfuerzas de médulos 6 [N], 9[N] y
10[N], actian sobre una particula que
estd en equilibrio. La resultante de las
fuerzas de 6[N] y 10[N], tendra un
modulo de:

a) 16[N]
D) 9 [N]
c) 10[N]
d)Ninguna de las respuestas ante-
riores.

12. Si la fuerza neta que actiia sobre una,
particula es constante y diferente de
cero:

a) La particula se trasladara con veloci-
dad constante.

b) Se trasladara con aceleracién cons-
tante.

c) Podria trasladarse Unicamente por
una trayectoriarectilinea.

d) Ninguna de las respuestas ante-
riores.

13. Sobre una particula actta una fuerza
neta menor que el peso, por lo que la
particula:

a) Se mueve aceleradamente.

b) No se mueve.

c) Se mueve con velocidad constante.
d)Ninguna de las respuestas ante-
riores.

14. Lamasa de un cuerpo en Fisica (en el
capitulo de la mecanica) cuantifica;

a) La cantidad de sustancia de un cuer-
po.



b) Lainerciadel cuerpo.
c) Eltamanoy forma del cuerpo.

d) Ninguna de las respuestas ante-
riores.

15. Un par de fuerzas de accidn y reaccion
actuan sobre:

a) El mismo cuerpo.

b) Cuerpos diferentes.

c) El cuerpo de menor masa.

d) Ninguna de las respuestas ante-
riores,

16. Respecto al peso vy la fuerza normal
que acttan sobre un cuerpo se podria
decir que:

a) Son fuerzas de acciény reaccion.

b) El peso es menor que la normal.

¢) La normal es menor que el peso.

d) Ninguna de las respuestas ante-
riores.

17. La Tierra atrae a la Luna con una fuer-

zaF1,ylaLunaatraealaTlerraconuna
fuerza F2. Dichas fuerzas estan
relacionadas entre si de la siguiente
manera:

a) F:1 > Ez
b) 51 = Ez
c) Fi=-Fz

d) Ninguna de las respuestas ante-
riores.

18. Dos cuerpos A y B se mueven debido
unicamente a su mutua interaccion. Si
la masa de A es mayor que la de B, en-
tonces:

a) La aceleracion de A es igual a la
aceleracion de B.

b) L:: aceleracion de A es mayor que ia
acelzracionde B.

c) L& aceleracion de A es menor que la
aceleracion de B.

d) Ninguna de las respuestas ante-
riores.

19. Se lanza una piedra contra el vidrio de

una ventana. La fuerza que rompe el
vidrio es:

a) Lafuerza con que se lanzd la piedra.
b) La fuerza que hace el vidrio para
detenerla piedra.

) La reaccion de la piedra a la fuerza
delvidrio.

d) Ninguna de las respuestas ante-
riores.

20. Siun cuerpo A de masa m provisto de

una velocidad v se detiene luego de
recorrer una distancia d scbre una
superficie rugosa horizontal, la dis-
tancia recorrida sobre el mismo plano
por un cuerpo B de masa 9m, provisto
deunavelocidad 3V sera:

a)3d
b)9d
c)d
d)Ninguna de las respuestas ante-
riores.
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21. En el sistema de la siguiente figura 22.1 Laaceleracion del bloque sera:

desprecie el rozamiento:

mi1
CALLLLL ST,

21.1 Laaceleracion de cada bloque es:

a) m: g/(m1+ mo)
b) mzg/(m: +mo)
c

)9
d) Ninguna

21.2Latensionenlacuerdaes:

a) (mi.mz)g/(m1 + my)
b) (m: + m2)g/(mi.m2).
c) m: g/(m1 +m2) .
d)Ninguna.

22. El bloque de masa m se desliza hacia
abajo por el plano inclinado liso de la

figura.
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a)g
b)gsen®
c)gcos 0
d) Ninguna.

22.2 Lafuerza que hace el bloque sobre el
plano inclinado tendra un valor de:

aymgsen @
b) mg

c)mgcos 0
d)Ninguna.

22.3 La fuerza neta que acta sobre el
bloque es:

ajmgseneo
b)mg(1-cose)
c)mg.

d) Ninguna. .

23. Al sistema mostrado en la figura se le
aplica una fuerza F = 30 [N]. La reac-
cién del bloque B sobre el bloque A
tiene unvalor de:

ma = 5kg

me =10kg
S
a) 30[N]
b) 20[N]



c) 10[N] c) Variable en médulo y tangente a la
d) Ninguna. trayectoria.
d) Ninguna.
24. En la figura, A pesa 20[N], B pesa
10[N]; el coeficiente de rozamiento 26.Se hace girar un cuerpo de masa m en
entre Aylaparedesde 0,4y el sistema  una circunferencia horizontal como se
esta descendiendo con una acele- indica en la figura, sujeta a una cuerda

racionde2m/s. de longitud L y con una rapidez v cons-
Usar la gravedad = 10m/s tante. Sila cuerda forma un &ngulo 8con
N la vertical se tendré que:
N
X
N [B
\
Y A Jef
\
\
24.1 Elvalor delafuerzaF es:

a) 20[N]
b) 30[N] 26.1 Latension en lacuerdaes:
c) 40[N]
d) Ninguna. a) mg
b)mgcos©
24.2 La fuerza que ejerce el bloque A  ¢) mg/cos®
sobre el bloque B es de: d) Ninguna.
a) 8[N] 26.2 Elvalorde lavelocidad v es:
b) 10[N]
c) 16[N] a) \/ L gsen’8/cos®
d) Ninguna.

b)/ Lgtag®

25. La fuerza neta que actia sobre una
particulacon MCU es: c)+/ Lg
d) Ninguna.
a) Constante en médulo y dirigida ha-
cia el centro de latrayectoria. 27.Un sdlido esta en equilibrio si:
b) Nula.
a) La fuerza neta actuante sobre él es
nula.
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b) La fuerza y el torque netos actuantes 30. La barra homogénea de la figura esta

sobre él son nulos. articulada en A y se apoya en una pared
c) El torque neto actuante sobre él es  vertical lisa en B. El peso de la barra es

nulo. S00[N].

d) Ninguna.

28. Si F1 Y F2 producen el mismo torque
respecto al punto O, la relacién (Fz/F:)
es:

0

- D)
A
A
F2 F1 30.1 La fuerza que el pasador A ejerce

a) 30 sobre labarra:
b) 2
c)0.5 a) Es vertical.
d) Ninguna. b) Tiene la direccién de la barra.

___ c)Eshorizontal.
29. En la figura, la barra homogénea MN  d) Ninguna.
esta articulada en M y apoyada sobre
una grada lisa en el punto O. La fuerza 30.2 La fuerza total que el pasador A
que el pasador M ejerce sobre la barra ejerce sobre la barra tiene un mddulo

tiene la direccion: igual a:
N a) 25[N]
b) \/500[N]
;/ S 77777777
é c) 1/500/2[N]
%
2 d) Ninguna.
a)A
b) B
c) C
d) Ninguna
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RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS IMPARES
Ejercicio N°2

13 Son unitarios los vectores de los literales b,c,e,g,h,i.

3. R:a=116,57°, p=26,57° ; S: a=60,95°, p= 150,95° ;

T: a=147,53°, p=122,47° ; U: a=120°,p$=30° ; V: a=131°,p=139° ;
W: a=80°,=170° ; X:a=119°,p=29° ; Y: a=18°, f= 108°;

Z: a= 135°, p= 135°

5. a)Rx=12cm,Ry=7cm ; b) 13,89cm ; c) N59,74°E ; d) a=30,26°, p= 59,74°
e)R=12i+7j ; f)0,86i + 0,5

7. a)Ky=-52,84cm ; b) = 145° ; c) 64,51 cm ; d)0,57i- 0,82 ;

e) K= -37i - 52,84j cm : f) K (-37:-52,84) cm

9. a)a=22°,p=112° ; b) Ey=-35,15N ; ¢)93,83N ; d) E (87 ; -35,15)N ;
e) 0,93i - 0,37} ; f)F='= -87i + 35,15) N

11.a) By=-18,91 cm ; b) 32,96 cm ; c) B(-27; -18,91)cm ; d) S 55°0 ;
e) B= (32,96 cm ; 215°) f) - 0,82i -0,57]

13.2) N25°0 ; b) Ex=-28,74 cm , Ey= 61,63 cm ; c) E(-28,74 ; 61,63) cm ;
d)-0,42i + 0,91j

Ejercicio N°3

1. a) (15; -20) m ; b) (-74,56 ; 106,49) N ; c) (22,27; 29,55) cm ; d) (-15 ; -20) KgF
3. a) (57,7 N:S25, 68°E) ; b) (47 N ; S25°0) ; ¢) (38,28 m ; N56,73°0) ;

d) (35 cm ; N60°E) i

5. a) (29,97 m; 244,29°) ; b)-13i —27_j-m : €)(29,97 m ; S 25,71°0) ;

d) 29,97 (-0,43i -0,9j) m

7. a) (20N 137°) ; b)(-14,63; 13,64) N ; ¢)20(-0,73i + 0,68)) N ; d)-14,63i + 13,64] N
9. a)(-29;35)m/s ; b) 45,45 (0,64i + 0,77)) m/s ; c) (45,45 m/s ; 129,64°) ;

d) (45,45 m/s ; N 39,64°0)

11. a) -33,48i + 55,72 km/h ; b) 49,51 + 49,5/ N ; c) 104,76i - 58,56] km ;

d) -13i + 40j N

Ejercicio N°4

1. a)70m ; b)10m ; ¢)50m ; d) 70 m

3. a)P=14,62i+8,75/m ; b) 99,11 m? ; c)0

5. a)2,61i+2,67jm ; b)-71,39-47,33jm ; c)68,78i + 44,66j m ; d)-1830,68 ;
e) 40,99 m ; f) 33,54 m?



7. a)103,78i + 12,39] m/s ; b)-149,48i +45,17jm/s ; c)2326,54 ; d)43,29 ;
e)-414,52k ; f) 0

9. a) 136,661 + 66,90] m/s ; b)-162,14i-22,21j m/s ; c)-5624,66 ; d) 12167,40 ;
e) -5845,57 ; f)21317,97 k ; g) 89,77°

11.176,05°

Ejercicio N°5

1. a)-1,7i-0,14jm ; b)0,84i + 1,80 m ; c) 1,18i- 0,19im ; d)- -1,79i + 0,33 m ;
e)-1,831-0,53m ; )0,58i-1,32jm ; g)1,83i+0,74jm ; h)-0,97i-0,33jm ;

i) 0,69i - 1,6j m

3. a)90°, 26,57° , 63,43° ; b) Triangulo Rectangulo

5. a) Paralelogramo ; b) 13km? ; c)-3i-4j km ; d) 4|+ka

7 a)0022 galones : b) 0,710 galones ; c) 0,255 galones ; d) 0,865 galones

9. a)4, 12| jkm ;_b) 4,24 km (8,48 km si se considera ida y vuelta por cables independientes)
11.a) - 883|+1 17ka , b) S82,45°E ; c) 8,91 km

13.a) 28,81 m/s ; N15,71°0 ; b) -0,27i+0,97T; c) a= 105,71° ; = 15,71°

Ejercicio N°6

1. a) 8| cm 849|+8491 cm ; -STcm : b)1649|+349] cm ;- c) 16,85cm ; d)25cm
3. a) e -85I+204j km ; re= 123|+347ka ; b) 208i + 1431 km ; c) 10487,41 km ;
d) 60,58 km/h ; e) 81,86 km/h

5. a)19,21 m/s ; b)062|+0781 1 5€Y0 3 d)-06| 075] m/s?

Ejercicio N°7

a) 10i 95 km ; b) 5i- 47,5/ km/h ; c) 3,33i - 31,67 km/h

a) 500i m ; 1000im ; 1500i m ; b) 100 m

a) 100i km/h ; b) 900i km ; ¢)2,5h

. a)2im/s , 2jm/s , 2im/s , -2jm/s ; b)30s , 50s , 30s , 50s ; c)60i +100jm ,
116 62m ; d)58,31s

9. a)70s , a210 mdeA ; b)80s luego de encontrarse (150s desde que el mévil partio desde A)
11.a) 18,33 km/h ; 1,65h

o

Ejercicio N°8

1. a)107.,6i + 401,84j m ; b) 13,45i + 50,23 j m/s



i U (m/s) x(m)
3. a)1,5imis* ; b) 5 b c) 30} d) 10s

</‘ 0 i(s)
-15 -

t(s)

-45 -
5. a)aa=-1,8i-24jm/s? , @s=2jm/s? ; b) ra=-62,10i- 81,80 m , Ie=-i- 158] m
7. a)8,83s ; b) 70,70 m ; ¢) 126,03 im ; -2,83 i m/s?
9. a)7,81s ; 593s ; b)1,25s
11.a) 34,58 m/s ; b)61,0m
13.a2)4,52s ; b)4,62s ; c)4,42s
15.a)4m ; b)12m ; c)20 m
17.a)0 ; b)

19.a) as= -4i m/s? ; b) 8,12s

21.a) va= 32im/s ; b)vae= 2i + 20j m/s
23.a)ra=-8im , rs=-50im ; b)-27,5im ; 5,5s
25.2)343m/s ; b)88,2m

27.a) 10im/s ; -10im/s ; b)Om

29.a) 1176 m ; b)35,49s ; c) Ux (m/s)

11781 o

-151,8¢




Ejercicio N°9

a) 3,06s ; b)45,92m ; c)aw=4,90i - 4,90] m/s? ; c=-4,901 - 4,90] m/s?
a)9,07m ; b)0,76s ; c)a=4,41i-2,76] m/s? ; Ac= -4,41i - 7,04] m/s?
a)2,29im/s ; b)0,35s ; 0,39s ; c)2,29i - 3,43 m/s : 2.29i - 3,82j m/s

a) 34,47 + 19,90/ m/s ; b) 3,71i + 22,50 m ; ¢) 42,70 m - d) 203,37 m

. a) 183,67 m ; b)6,12s ; ¢) 326,53 m

11.a) 9,25s ; b) 197,62 my 510,20 m respectivamente : c) 4019,73 my 3534,90 m
respectivamente ; d) 4616i- 816j m

13.2) 50i + 84,64i m/s ; b)-4,25i - 7,34] m/s? ; c) (431,83 ; 380,63)m ; d) 18,50 m
15.2) 4i + 1,45/m/s ; b) 0,11 m ; c) No alcanza la grada

17.a) 10i + 7,95/ m/s ; b)3,23m ; c) 16,22 m ; d)1,62s

19.2) 33,18 m ; b) 3,16s ; c) 0,51s (luego de haber alcanzado la altura maxima) ;
d) 15i - 4,99j m/s

PN O o =

Ejercicio N°10

1. a) 17,45 rad ; b) 1,45 rad/s ; ¢) 1,03 rad ; d) 18,48 rad
3. a) 168 rad ; b) 26,74 vueltas

S. a) 26,18 rad/s ; b) 78,54 rad : c) 1,07s

7. a) 18,85 rad/s” ; b) 172,79 rad/s ; ¢) 863,94 rad

9.a) 26 rad/s ; b) 16 rad/s ; ¢) ~1,62i +6,51] m

Ejercicio N°11

1. a) 20,94 rad/s ; b) 0,30s ; ¢) 3,335 ;: d) 15,71m/s : e) 328.86m/s>

3. a) 43200s, 3600s, 60s ; b) 2,31x10° s* , 2,78x10™* s' | 1,67x102 ¢! :
¢) 1,45x10™ rad/s, 1,14x10” rad/s, 1,05x10" rad/s ; d) 5,81x10°m/s, 1.22x10"m/s.
1,05x107m/s ; e) 8,46x107'° m/s?, 2,13x107 m/s2, 1,10x10° m/s°

S. a) 132 rad ; b) 158,4m ; ¢) 0,29s ; d) 26.4m/s ; e) 580,8m/s>

7. a) 86400s b) 1,15x107 s ; ¢) 7,27x107rad/s ; d) 1668,97 Km/h ; e) 0,033m/s’

9. a) 2360600s ; b) 4,24x107's™ ; ¢)2,66x10°rad/s ; d) 3679,52Km/h : ¢) 2.72x 10 m/s>
11. a) 0,63 rad/s ; b) 1,29 rad ; ¢) 5,04 rad ; d) 2,36;—6,89}m ;€)9,97s; 0,105 ' ;
g) 4,131 +1,48j m/s; h) —0,78i —2,73] m/s>

13. a) 36 rad ; b) 5,64 rad ; c) 41,64 rad : d) —3,491?—3,583.m ; €) 5,73 vueltas ;

f)2,09s ; g) 9i +12j m/s: h) 31,381 +32,25] m/s>
.



15. a) 0,49 rad/s ; b) 12,955 ;¢) 2.9 rad ; d) 4,45 rad ; e) — 1,07; +3,98} m ;f) 1,17 rad
g) 0,49 +194j m/s ;h) 0,251 —0,94] m/s>

Ejercicio N°12

1. a) 0,05 rad/s ; b) 0,025 rad/s ; ¢) 0,001 rad/s” ; d) 1,25 rad : e) 500m ; f) 1121s ;
g) 1,08m/s* (en t=50s)

3. a)31.41m/s ; b) 272,27 rad/s ; c) 2,09 rad/s’ ; d) 17592,6 rad ; €) 2799,95 vueltas ;
f) 26388,90m ; g) 657,73m/s”

5. a) 3,6m/s ; b) 174 rad/s ; ¢) 104,4m/s ; d) 90 rad/s ; e) 5400rad ; f) 859,44 vueltas :
g) 21,67m/s’

7. a) 41,89 rad/s ; b) 4,19 m/s ; c) 20,94 rad/s ; d) 314,16 rad ; e) 50 vueltas ; f) 31,42m
g) 175,46m/s*

9. a) 1,75 rad/s” ; b) —14 rad ; c) 3,5 rad/s ; d) —13,53 rad ; e) 0,80i —1,15] m:
f) —~8,05i —5,59j m/s ; g) —4115i +54,94] m/s>
11. a) 20 rad/s ; b) 8,19i —5,74j m/s ;c) 1592s;d) 159,15 rad:e) 163,25 rad:

f) 0,497i —0,056] m; g) 114,21i +164,19] m /s>
13. (a), (b), (¢) en el intervalo de Os — 8 s, (e) en t=8s; a) 4,24 rad ; b) horario: 4,48 rad,
antihorario:8,72 rad , total: 13,20 rad ; c¢) 19,80m saask:l 7; -~ 1,493. m;

e)-110i —1,02j m; f) 3,81i ~4,10] m/s; g) 16,131 +1336] m/s>
15. a) 4,37 rad ; b) antihorario: 8,78 rad, horario: 4,41 rad, total: 13,19 rad :¢) 9.23m ;
d) 0,7im;e) 0,21 +0,67j m;f) 2,051 +0,63) m/s ;g) 2,63 —6,04] m/s>

Ejercicio N°13

1. a) 0,49m/s” ; b) 25,1m/s

3. a)3920N : b) 0,15

5. a) 9,78 m/s” ; b) 20,45 Kg

7. a) =281 +57jm:b) —12i +24j m/s

9. a) 196N : b) 20N

11. a) 15,16N ; b) 35,78N

13. a) 197,92N ; b) 96,08N ; ¢) 227,92N : d) 66,08N

15. a) 46,86N ; b) 20,55N ; ¢) 53,79N ; d) 13,24N

17. a) 0,64s ; b) 0,57m

19. a) ax=ap=4,15m/s’ : b) A hacia arriba , B hacia abajo ; ¢) 45,20N ; d) 8,30m/s
21. a) ay=a=0,035m/s ; b) A hacia abajo, B hacia arriba ; c) 0,14 m/s
23. Rx=159,55N; Rp=191,47N; Rc=122,19N; Rr=130,03N

25. a) 0,75m/s® ; b) 316,62N : ¢) 13,57m

27. a) 3,92m/s® ; b) Tap=68.,60N, Tpc=176,40N

29. a) 9.95Kg ; b) 28,65 Kg ; ¢) 4,13Kg ; d) 44,08K g



Ejercicio N°14

1. a) 15 m/s® ; b):30 N 3ey32.31 ™

3. a) 1600 m/s” ; b) 800 N ; c) 44,72 m/s
5. a) 80 m/s” ; b) 2 rad/s? ; c) 153600 N
7. a) 7390,36 m/s” ; b) 59122,88 N

9. a) —19,05i —9,08) N ;b) 19.05i —39,92] N ;c) —49j N
11. a) 6,26 m/s ; b) 0 ; ¢) 9000 N

13. a) 8,32 N ; b) 19,56°

15. a) 29,82 Km/h ; b) 69,14° (6ptimo)

17. a) 151,8] N ;b) —76,89i +76,89] N ;c) —4,8i N
19. a)0;b) 33,33] N ;¢) —33,33] N

Ejercicio N°15

1. 25.98 Nm, antihorario
3. TA= 120 N, Tg= 180 N
5. 4 m

7. Ray= 285,14 N, Ray= 727,41 N, Rg= 529,1 N
9. a) — 643,351 +500] N ;b) 643,35i N
11. a) 1261,09 N ; b) 1033,03i +576,67) N

13. a) 630,19 N ; b) 630,19i +1300j N
15. 0,18

17. 398343 N: 2560,50i +2384,52j N
19. a) 47.98°:b) R, =11098iN, R =—110,98i +100j N



